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Resumen

Existen diversos métodos de gjuste estacional, los cuales son
utilizados de manera rutinaria tanto en la produccién, como en €l
andlisis de series de tiempo econémicas en Bancos Centrales, Oficinas
de Estadistica, asi como en diversas agencias publicasy privadas.

Si bien la disponibilidad de procedimientos autométicos de
guste facilitan e procesamiento masivo de series, sU  USO
indiscriminado puede convertir a los diferentes métodos en “cajas
negras’ paralos usuarios.

Con € fin de que los usuarios no expertos cuenten con las
herramientas necesarias para explotar la gama de capacidades de los
programas de ajuste, y que a mismo tiempo conozcan sus
limitaciones; en este documento se realiza una descripcion de los
procedimientos utilizados.

En particular, se describen los procedimientos utilizados bgjo los
enfoques paramétrico y no paramétrico de descomposicion de series de
tiempo; tal como se implementan en los programas de g uste estacional
X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS.

El objetivo es proveer una introduccion a las herramientas y
conceptos utilizados, por lo tanto en la discusién se enfatiza la
intuicién detras de los diferentes procedimientos, |os cuales se detallan
de manerainformal.
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1. Introduccidon

El andlisis de series de tiempo tiene dos objetivos béasicos. El
primero es contar con una descripcién sistemdtica de las caracteristicas
fundamentales de las series observadas. El segundo objetivo es obtener
informacion acerca de los probables valores futuros de la serie de tiempo,
apartir dela caracterizacion de las propiedades de la sexrie.

Con respecto a primer objetivo, una serie de tiempo puede ser
caracterizada por |os siguientes componentes.

« Tendenciade largo plazo.
» Variacion ciclica

e Variacion estacional.

» Variacionresidual.

La nocién de descomponer una serie observada en varios
componentes (no observados) data por lo menos de los esfuerzos
realizados en € siglo XVII, para determinar la posicion de un planeta.*
En e contexto del andlisis econdmico, ya en 1919 en e ndmero
inaugural del Review of Economic Studies; Persons, propone la
descomposicidn de series de tiempo en estos cuatro componentes.

Esta descomposicion, permite realizar un mejor andlisis de los
fendmenos econdmicos, a dotar a analista con una herramienta para
aidar las diferentes causas de variacion de una serie. Por ejemplo, una
descomposicion de este tipo permite evaluar € estado de una
economia, reconociendo tanto los efectos estacionales como el punto
en el ciclo en donde se encuentra en un momento determinado.

1

Para unavision histéricadel gjuste estacional, ver el capitulo 1 de Ladiray y Quenneville (2001)
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En este documento se realiza una descripcion de los métodos cuantitativos utilizados en este
tipo de descomposicion. El objetivo es proveer una introduccion tedrica a las herramientas y
conceptos utilizados en los paquetes de cOmputo de gjuste estacional.

Por ello, en laexposicion se enfatiza el desarrollo de laintuicion detrés de la aplicacion de las
herramientas; detallando de manera informal los algoritmos y procedimientos especificos en
aquellos casos en los que estos ilustran claramente su aplicacion. En el anexo se proveen detalles,
de naturaleza mas técnica, de algunos de los conceptos y herramientas utilizados.

El andlisis estd enfocado a los procedimientos utilizados en los programas de ajuste
estaciona X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS:

X-12-ARIMA (Findley, et. al. 1998), fue desarrollado por la oficina del censo de los Estados
Unidos.(U.S. Census Bureau 2000) a partir de los programas de gjuste estacional Census X-11
(Shishkin, et. al. 1967) de la oficina del censo de los Estados Unidos, y X-11-ARIMA (Dagum
1980, 1988) de la oficina de estadistica de Canadd. El programa cuenta con dos médulos: el médulo
RegARIMA, € cua se encarga de redlizar €l agjuste previo a la serie, y e modulo X-11 que se
encarga de realizar e gjuste estacional propiamente.”

TRAMO y SEATS son en realidad dos programas: El programa TRAMO,?® que redliza los
gjustes previos para poder llevar a cabo € gjuste estacional, € cua esta basado en el trabagjo de
Gomez y Maravall (1994). Y el programa SEATS,* que rediza el proceso de gjuste estacional, €
cual esta basado en € trabajo de Burman (1980) y Hillmer y Tiao (1982). Ambos programas fueron
desarrollados por Agustin Maravall y Victor Gomez del Banco de Espafia (Gomez y Maravall
1997).

El resto del documento esta ordenado como sigue:

En la seccién 2 se realiza una breve introduccién a los enfoques metodol 6gicos utilizados en
e gjuste estacional, asi como a las etapas que de manera general constituyen a ambos procesos de
gjuste. Posteriormente, en la seccion 3, se describe a detalle e procedimiento utilizado por
RegARIMA y TRAMO para preparar la serie de tiempo original para €l guste estacional. La
seccion 4 detalla la metodologia utilizada por e médulo X-11, y e programa SEATS en la
descomposicion de la serie de tiempo. La seccién 5 concluye examinando |os resultados de algunos
trabajos comparativos entre X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS.

2
3
4

El médulo de gjuste estacional se conoce como X-11 ya que esta basado en la mecanica utilizada en el programa Census X-11.
Time Series Regression with Arimanoise, Missing observations and Outliers.
Signal Extraction in ArimaTime Series.

8
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2. El ajuste estacional

2.1 Enfoques utilizados en el ajuste estacional

Actualmente, existe una gran variedad de métodos disponibles
para realizar € ajuste estacional de series econémicas.” No obstante |o
anterior, se pueden distinguir dos tendencias en e enfoque utilizado
pararealizar dicho gjuste: el enfoque no paramétrico (6 empirico), y €l
enfoque paramétrico (6 basado en model0s).

El enfoque no paramétrico, permite estimar 1os componentes no
observados de una serie de tiempo sin recurrir ala especificacion de un
modelo estadistico para la serie de tiempo analizada. Por €llo, este tipo
de procedimiento también se conoce como enfogque empirico.

Usualmente bajo este enfoque, los componentes se estiman
mediante la aplicacion sucesiva de filtros lineales,® los cuales pueden
ser interpretados como regresiones locales en intervalos moéviles en e
tiempo.

En todo caso, aunque no se considera explicitamente un modelo
estadistico; para todos los procedimientos empiricos es posible
encontrar un modelo estadistico éptimo que aproxima los resultados
del procedimiento.” Por ello, a este enfoque también se le conoce como
de modelos implicitos.

7

Para una discusion mas amplia de los métodos existentes, ver Fischer (1995) 6 Ladiray y Quenneville (2001).
Para una introduccioén breve de losfiltros lineales y algunas de sus propiedades ver la seccién A.6 en e Anexo.
Para una aproximacion del filtro utilizado en el mddulo X-11, ver Depoutot y Planas (1998).
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La metodologia de gjuste estacional utilizada en el programa X-12-ARIMA es €l gjemplo mas
utilizado de este tipo de enfoque.

Por su parte, en e enfoque paramétrico se parte de la especificacién explicita de un modelo
estadistico parala serie de tiempo observada o bien para los componentes.

En algunas aplicaciones se supone la existencia de un modelo deterministico; mientras que en
otras se supone que los model os que describen el comportamiento de la serie y sus componentes son
modelos estocasticos.? Una vez que los modelos han sido identificados, la estimacion de los
componentes se realiza utilizando estimadores optimos dadas las restricciones impuestas por €l
modelo.

SEATS es la aplicacion més reciente de este enfoque, también conocido como basado en
model os.

Ambos enfoques tienen ventgjas y desventgjas, tanto desde el punto de vista tedrico como
desde el empirico. Para entender mejor las ventgjas y desventgjas de los diferentes métodos,
conviene conocer los procedimientos que estén siendo comparados. Por €ello, la discusion de las
comparaciones entre X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS se posterga hastala seccion 5 .

Antes de entrar de Ileno a la descripcion de los métodos utilizados por X-12-ARIMA y
TRAMO-SEATS, en la siguiente seccidn se describen los pasos que conforman de maneratipica el
proceso de gjuste estacional .

2.2 Pasos necesarios para realizar el ajuste estacional

El proceso de gjuste estacional se puede describir de manera general en seis pasos’ (ver figura
1), los cuales son comunes a ambas aplicaciones:

1 Antes de comenzar cualquier tipo de guste, el usuario debe familiarizarse con las
series de tiempo que se pretenden gustar. El objetivo es contar con los elementos
necesarios para seleccionar los parametros de ajuste mas adecuados para que la serie
gjustada reflgje las caracteristicas pertinentes de la serie original.

2. Como se describe en la seccion 3, antes de descomponer la serie de tiempo, es
necesario realizar un gjuste previo gue tiene dos objetivos:

(@ Evitar que @ proceso de descomposicion se vea afectado por la presencia de no
linealidades en la serie.

(b) Meorar la estabilidad de los componentes estimados ante la incorporacién de
nuevas observaciones de la serie de tiempo.

3. Antes de utilizar la serie pregjustada,’® es necesario determinar si tanto los gjustes
previos como el modelo utilizado son los apropiados. Paralo cual, es necesario realizar
una serie de diagnosticos para evaluar la bondad del gjuste.** Cuando los diagnésticos
indican algin problema es necesario volver a la etapa de pregjuste y redizar los
cambios necesarios para asegurar que |os diagnosticos sean satisfactorios.

Figura 1

Para una discusion més detallada de la diferencia entre model os deterministicos y model os estocasticos ver laseccion 2.1 en Kaiser y
Maravall (2000), 6 bien la seccion 1.2 en Planas (1997b).
9 Banco Central Europeo (2000).

1 También se le conoce como serie linealizada.

1 Lamodelacion serealiza siguiendo e proceso propuesto por Box y Jenkins. Para una breve discusion ver la seccion A.3 del anexo.

10
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PROCESO DE AJUSTE ESTACIONAL

Familiarizacion con las series de
tiempo.

A 4
Preparacion de las series para
ajuste estacional.

Diagnostico del
» ajuste previo.

A

A

Ajuste estacional utilizando la
serielinealizaday extendida.

Diagnésticos del
gjustey
descomposicion

A 4

Asignacion de los efectos de
regresion alos componentes.

4, Una vez que se cuenta con una serie que puede ser sometida a un proceso de gjuste
estacional, dependiendo de la aplicacion, se utilizan diversas herramientas para
descomponer |a serie en sus componentes basicos; las cuaes se detallan en laseccion 4 .

5. En la siguiente etapa se reincorporan los diferentes efectos identificados en la etapa 2.
Dependiendo de las caracteridicas de la serie, estos efectos se asignan a los diferentes
componentes. Por gemplo en la mayoria de los casos los desplazamientos de nivel son
asignados a componente tendencia-ciclo, mientras que los efectos de caendario son
asignados a componente estacional .*?

6. Antes de findizar € proceso, se rediza otra serie de diagndsticos para evduar la
descomposicidn y asignacion de efectos, redizadas respectivamente en las etapas 4 y 5.
Como en @ caso del pregjuste en aquellos casos en los que los diagnosticos evidencian
algun problema es necesario volver a la etapa pertinente y determinar que modificaciones
Son necesarias paramejorar 1os diagnosticos.

Con este mapa del procedimiento general de gjuste estacional en mente, en la siguiente
seccion se detalla el procedimiento que utilizan e moédulo RegARIMA, y e programa TRAMO
pararealizar € gjuste previo y los diagndsticos correspondientes. Posteriormente en la seccion 4 se
detalla los procedimientos de agjuste estacional utilizados por e modulo X-11, y e programa
SEATS.

2 Ambos tipos de efectos se discuten con més detalle en la seccion 3.3.

11
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3 Ajuste previo y proyeccion
utilizando modelos de regresion
con residuales ARIMA.

Como se detdla en la seccion 4, tanto X-12-ARIMA como
TRAMO-SEATS, utilizan filtros lineales para descomponer la serie de
tiempo. Por €llo, antes de redlizar el gjuste estacional es necesario
realizar un gjuste previo de manera que la serie preajustada pueda ser
interpretada como la realizacion de un proceso estocéstico lineal.
Para este fin, en el gjuste previo se identificay se corrige el efecto de
observaciones faltantes, observaciones atipicas y efectos de calendario.

Adicionamente, como se detalla en la secciéon A.6 en € anexo;
cuando un filtro linead no es simétrico,'* la serie filtrada sufre
desplazamientos de fase, 1o cual implica que los puntos en €l tiempo en
que ocurren los cambios de tendencia de la serie filtrada no
corresponderadn alos de la serie original.

Para solucionar este problema sin tener que recurrir ala utilizacién
de filtros asmétricos, se reemplazan |os valores todavia no observados de
la serie con las proyecciones obtenidas de un modelo ARIMA. Este
procedimiento, propuesto por Estela Dagum (1975) de Statistics Canada,
minimiza las revisones redlizadas a los componentes conforme se van
observando més puntos de la serie de tiempo.

Aunque ambas aplicaciones difieren en la manera de implementar estos gjustes,
conceptualmente la metodologia es idéntica. A continuacion se describe de manera genera €l

13
14

Para una breve introduccién alos procesos estocasticos, ver la seccion A.2 del anexo.
Es decir cuando no se pueden utilizar e mismo nimero de observaciones hacia ambos lados de un dato central, como ocurre hacia los
extremos de una serie de tiempo finita.

13
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proceso de gjuste previo; posteriormente se detallan algunas de las diferencias entre RegARIMA 'y
TRAMO.

3.1 Metodologia de ajuste previo

A partir de la serie de tiempo observada:

Y = (YYO, 'zth'aYT)

donde0 < --- <t < .- < T, sesupone que la serie obedece un proceso del tipo:

Y, = X8+ 7Z (1)
donde # = (81, 5.)" es un vector de coeficientes de regresion, X = (X1, Xu) es un vector de n
regresores deterministicos, y Z: es una variable estocéstica que obedece un proceso ARIMA ;1 16

G(L)S6(L)Zy = O(L)ez 2

donde L es e operador de rezago,'’ (L), 5(L) y 0(L) son polinomios finitos en L, y €+ es una variable
estocastica que se supone proviene de una distribucién normal con mediao, y varianza?.
El polinomio 9(L) esta asociado a orden de integracion del proceso, € polinomio ¢(Z) esta

asociado a proceso autorregresivo, mientras que ?(Z) denota a polinomio de medias mdviles. En
particular se utilizala siguiente especificacion multiplicativa paralos polinomios.

§(L)y=(1—-LyY1—L*"
L) =L+ 1L+ + GpLP) (1 + B L + ... + DpL™*F) 3
O(L) = (L+ 1L+ ..+ 0,L9) (1 + O1L° + ... + O L)

donde s indica e niimero de observaciones por afio. En |os tres casos |os operadores con superindice s
estén asociados alos factores estacionales. Este es un modelo ARIMA generd de orden (p,d,q)(P,D,Q)s.

Para gjustar d modelo de regresion con residuales ARIMA (Ecuaciones 1-2) se procede de la
siguiente manera:

3.2 Seleccion de método de transformacion

Como se detdla en la seccién A.2 del anexo, para poder readizar inferencia acerca de series
de tiempo, usualmente se supone gue la serie a ser analizada es estacionaria en covarianza. Este
supuesto implica, entre otras propiedades, que la serie de tiempo tiene una varianza acotada.

Por ello, antes de poder estimar un modelo de regresion con residuales ARIMA es necesario
determinar s la serie de tiempo tiene, efectivamente, una varianza acotada. En particular esto
significa que es necesario determinar si e modelo es aplicable a nivel de la serie 0 a aguna
transformacion de esta.

15
16
17

El modelo puede incluir una constante £, equivalente alamediade la serie en diferenciad(L)2t.
Para detalles con respecto alos procesos ARIMA y su caracterizacion, ver la seccion A.3 del Anexo.
Para una breve descripcién de los operadores utilizados en el andlisis de series de tiempo, ver seccion A.1 del anexo.

14
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En TRAMO, las opciones disponibles son trabajar con la serie de tiempo en nivel, o trabajar
con e logaritmo natural.®® En RegARIMA las opciones estin dadas por la familia de
transformaciones Box-Cox,"® en donde el nivel y el logaritmo de |a serie son casos particulares.

En e proceso automatico, RegARIMA compara los criterios de informacion de Akaike
(AIC)® de la regresién estimada en niveles y en logaritmos, escogiendo la especificacion con e
criterio de informacion menor.

Por su parte en e proceso automéatico, TRAMO divide la serie original en submuestras
(indizadas por i), y estima para cada submuestra i una regresion del rango sobre la media
rango; = (o + Gmedia; +1;, § el coeficiente de regresion de la media ¢ es mayor a un valor
determinado, entonces se utiliza €l logaritmo de la serie.

Cuando € resultado de la regresién no es concluyente se utiliza una comparacion de los
criterios de informacion de Schwartz (SBC)** del modelo estimado en niveles y en logaritmos,
escogiendo la especificacion cuyo criterio de informacion sea menor.

Con respecto a los diagnosticos de la transformacion de la serie original, RegARIMA informa
con respecto a la transformacion utilizada y provee los criterios de informacion de Akaike
correspondientes, con lo cual es posible comparar |as diferentes transformaciones.

Por su parte TRAMO reporta los estimadores de los coeficientes ¢o y ¢ de la regresiéon del
rango sobre la media estimada, sin embargo no se presentan ni |os errores esténdar ni las pruebas de
t para los coeficientes. Con respecto a la transformacién el programa informa de la transformacion
utilizada, mas no del criterio utilizado en su seleccién.

3.3 Identificacion de variables de regresion

El siguiente paso es determinar los componentes del vector x en la ecuacion (1). Estos
regresores deterministicos se pueden clasificar en tres categorias:

1 Valores atipicos® Ambos programas cuentan con rutinas para identificar
autométicamente los siguientes tipos de valores atipicos, los cuales se muestran
graficamente en lafigura 2.

Figura 2
CATEGORIAS DE VALORES ATIPICOS

18
19

En el resto del documento cuando se mencionalogaritmo, se refiere al logaritmo natural .
Formal mente una transformacién Box-Cox esta definida como:

flze) = (2 = 1)/A
La transformacién més conocida de esta familia es tomar € limite cuando )\ tiende a cero, lo cud es equivalente a utilizar € logaritmo
natural de la serie. Esta transformacién es apropiada cuando la magnitud de | as variaciones es proporcional al nivel de la serie.
El criterio de informacion de Akaike esta definido como:

AIC =T In(SSE) + 2n
donde 1" es e nimero de observaciones utilizadas en la regresion, SSE es la suma de residuales cuadréticos de la regresion
estimada, y 1 es el nimero de coeficientes estimados.
El criterio de informacién de Schwartz (6 Bayesiano) se define como:

SBC =TIn(SSE) +nln(T)
donde 7", SSE, Y n estan definidos como en la nota anterior.
Adicionalmente a los mencionados, RegARIMA permite estimar otro valor atipico denominado “Rampa Transitoria’ , € cua es
basicamente un desplazamiento de nivel que ocurre de manera gradual. Por su parte TRAMO permite incorporar cualquier valor

atipico que pueda ser descrito por combinaciones de los polinomios1/(1 — 6L)y1/(1 — dL®),

20

21

22

15
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Walker abipies wllive Dhesplasmmgests de Mivel s plammienls Taansilos

(@ Valoresatipicos aditivos. Se refiere a saltos repentinos que ocurren en una fecha
particular y no afectan las observaciones subsecuentes.

(b) Desplazamientos de nivel. Se refiere a satos repentinos que afectan
permanentemente el nivel de la serie.

(c) Desplazamientos transitorios. Se refiere a saltos repentinos cuyo efecto decae en
el tiempo.

2. Efectos de calendario. Estos efectos son producto de fechas especificas en e
calendario. Ambos programas consideran el efecto de las fiestas de Pascua,” el efecto
de los dias de comercio,® e nimero de dias en cada mes y el efecto de los afios
bisiestos.”® Los efectos de calendario se incorporan a modelo utilizando variables
mudas (dummies).

3. Efectos especiales. En algunos casos es necesario intervenir una serie para recoger €l
efecto de eventos exdgenos que no pueden ser recogidos por € modelo. Estos pueden
ser cambios de base, desastres naturales, etc. Los dos programas permiten a usuario
definir regresores, 1o cua brinda la flexibilidad de incorporar efectos no considerados
de manera estandar.

Antes de identificar los valores atipicos, la rutina automatica determina si los efectos de
calendario son significativos. Para ello se estima el modelo (ecuaciones 1 y 2) incorporando los
efectos de calendario en € vector X, y suponiendo que el proceso ARIMA obedece al modelo de la
aerolinea.®® La estimacion se realiza como se detalla en la seccion 3.5.

Una vez que se ha determinado la significancia de los efectos de calendario, se identifica de
manera preliminar el modelo ARIMA a ser utilizado tal como se describe en la seccion 3.4.
Posteriormente se inicia la identificacion automética de valores atipicos. La rutina utilizada?” es un
proceso iterativo similar al utilizado en las regresiones paso a paso (stepwise) para encontrar la
mejor especificacion de un modelo de regresion:

1 Adicion hacia adelante. Utilizando los residuales de la regresion estimada; se calculan
para cada observacion, estadisticos t para las diferentes categorias de valores atipicos.

23
24

Donde laduracion del efecto puede ser definida por el usuario.

Existen dos especificaciones disponibles: una en donde se consideran sdlo dias habiles e inhbiles; y otra en donde cada dia de la
semana puede tener un efecto diferente.

Adicionalmente RegARIMA considera el efecto de los dias de operacion para series financieras, asi como algunos feriados méviles
de los Estados Unidos.

El modelo de la aerolinea, esta dado por:

25

26

(1—L)(1—L*)Z = (1+0L)(1 4+ OL*)s}
El modelo fue propuesto por Box y Jenkins (1984) para modelar las ventas mensuales de pasajes en avion. Sin embargo, se ha
encontrado que el modelo es conveniente para describir un gran nimero de series de tiempo econémicas.
La rutina automética esta basada en €l trabajo de Tsay (1986), en donde se identifican los valores atipicos de maneraindividua; y en
¢l trabajo de Cheny Liu (1993) donde se extiende la metodologia paraidentificar val ores atipicos espurios.

27
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Para aguellos coeficientes cuyo estadistico t en valor absoluto sea mayor a cierto valor
critico ¢, se selecciona e de mayor valor absoluto. En caso de que no se haya
identificado ningun valor atipico el algoritmo terminay se procede a la realizacion de
diagnosticos descrita en la seccion 3.5.

2. Eliminacion hacia atras. Cuando en la etapa anterior se identifica algun valor atipico,
este se incorpora en el vector x de la ecuacion (1) y se estiman los coeficientes del
modelo modificado. Utilizando los residuales de la nueva regresion se evallan los
estadisticos t de los valores atipicos. Si existen coeficientes cuyo estadistico t en valor
absoluto sea menor a valor critico ¢ se selecciona e coeficiente con menor
significancia, se elimina del vector x y se reestima el modelo. Posteriormente se repite
el paso 1y seitera hasta que no se puede identificar ningin nuevo valor atipico, o no
se puede eliminar ninguno de los valores atipicos ya considerados.

RegARIMA cuenta con un proceso adicional de identificacion de valores atipicos a través del
andlisis del componente irregular obtenido una vez que se aplican €l filtro de gjuste estacional. Los
detalles de este proceso se pueden consultar en Findley, et. a. (1998), en Ladiray y Quenneville
(2001), 6 de manera més breve en Banco Central Europeo (2000).

En ambos programas se obtiene un reporte completo de los coeficientes de los efectos de
calendario y de los valores atipicos, incluyendo errores esténdar, estadisticos t; y en el caso de los
valores atipicos las categorias y fechas de ocurrencia.

3.4 Identificacion del modelo ARIMA

En este contexto, la identificacion es en € sentido de la mecanica de modelacion propuesta
por Box y Jenkins: Para el modelo de los residuales Z: (ecuacion 2); se determinan tanto el orden de
integracién, como los ordenes de los polinomios autorregresivos y de medias méviles. Es decir, se
determinan los polinomios §(L), #(L) y 6(L) del modelo ARIMA (ecuacion 3)

En ambos programas el usuario puede definir el modelo ARIMA a ser utilizado, siempre y
cuando se respeten | as siguientes restricciones con respecto al orden del model0:®

RegARIMA TRAMO

Variables Autorregresivas b+ P <24 p<3,P<1
Medias Moviles g+ Q<24 1<3,Q<1
Diferencias i+ D <24 N<2,D<1

% parael caso de RegARIMA se debe observar larestriccion: (2 + P) + (¢ + Q) + (d + D) < 25

17



Elementos tedricos del gjuste estacional de series econémicas utilizando X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS

3.4.1 Rutina semiautoméatica en RegARIMA

La rutina de identificacion semiautomatica de RegARIMA estima cinco modelos
predeterminados.”® La aplicacion considera aceptable todos |os modelos cuyos estadisticos de error
medio de proyeccion absoluto™ y de Box-Ljung® sean menores a ciertos limites pre-establecidos. *

De entre los modelos candidatos, se escoge € que presenta menores estadisticos. Para
aquellos casos en que ninguno de los modelos de la rutina automatica sea aceptable, €l programa
ofrece la opcién de calcular una serie de diagndsticos, descritos més adelante, para que el usuario
determine el modelo més adecuado.

Cuando se utiliza la rutina semiautomética de RegARIMA, €l programa reporta la estructura
de los model os considerados, asi como |os estadisticos de error de prediccion fuera de la muestraen
promedio porcentual. Adicionalmente cuando son significativos se presentan los estadisticos de
Box-Pierce.

3.4.2 Rutina Automatica en TRAMO
En TRAMO, larutina de seleccién automética de model o consta de dos pasos:

1. Se identifica € orden de integracion de la serie observada, es decir se determina €l
polinomio 9(L) de la ecuacion (3).

Como se describe en la seccion A.3 del anexo la estabilidad de un modelo ARMA
depende de las caracteristicas del polinomio autorregresivo. Por ello, paraidentificar €l
orden de integracién se gjustan sucesivamente modelos AR y ARMA a la serie para
determinar el nimero de raices unitarias en €l polinomio autorregresivo.

En e proceso se identifican tanto las raices regulares como las estacionales hasta un
orden de integracion maximo de dos diferencias regulares y una estacional, es decir
8(L) = (1 - L)*(1 - L°) = A*A, en |aecuacion (3).

En e procedimiento®™ se explota € hecho que los coeficientes asociados a raices
unitarias tienen una propiedad conocida como superconsistencia; 1o cua significa que
para muestras suficientemente grandes, 10s coeficientes convergen “rapidamente” a su
valor verdadero.

2. Una vez que € orden de integracion ha sido identificado, se utiliza la transformacion
estacionaria 9(L)Z: para determinar e orden de los polinomios del modelo ARMA, es
decir se determinan los ordenes de los polinomios (L) y 9(L) en |a ecuacion (3).

% Las aternativas son modelos ARIMA de orden no estacional (0,1,1), (0,1,2), (2,1,0), (0,2,2) y (2,1,2) y orden estacional (0,1,1)s en
todos los casos. El usuario puede definir un conjunto alternativo de model os.

Ver laseccion A.3 en el anexo.

3 El estadistico de Box-Ljung esta dado por:

30

h

Q =ni{n+ Z}Z
=1
donde 1, es el nimero de observaciones utilizadas, £; es la j-ésima autocorrelacion y J es el niimero de autocorrelaciones utilizadas.
. 2
Se puede demostrar que el estadistico ¢ converge a una distribucién Chi-cuadrado con j grados de libertad, i. e. Q— X
El error medio de proyeccion absoluto es una medida de la “ certeza” del modelo escogido pararealizar proyecciones; mientras que €l
estadistico de Box-Ljung mide la*“ aleatoriedad” de los residuales del modelo ARIMA (ecuacion 2)
3 El procedimiento esta basado en el trabajo de Tiao y Tsay (1983), y Tsay (1984); y se describe detalladamente en Gémez y Maravall
(20014).

2
pJ'
n—j

32
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La idea basica detrés del procedimiento utilizado en la determinacién de los ordenes del
modelo ARMA, es buscar el modelo ARMA cuya funcion de autocovarianza tedrica se gjuste
mejor alafuncién de autocovarianza de la serie de tiempo observada.®

El algoritmo utilizado™ evaltia los modelos candidatos de acuerdo al criterio de informacion
de Schwartz, favoreciendo e uso de modelos balanceados™ de orden relativamente bajo. El
orden méaximo de los polinomios ARMA regulares es 3, i. e. (7:9) < 3; mientras que para los
polinomios ARMA estacionales el orden méximo es 2, i. e. (P, @) <2,

Con respecto a los diagndsticos de la rutina automatica, TRAMO reporta la estructura del
modelo y sus criterios de informacion, sin embargo esta informacion solo se reporta para el caso del
model o que fue sel eccionado.

3.5 Estimacion

La estimacion de los coeficientes del modelo (ecuaciones 1y 2) se lleva a cabo utilizando €
siguiente proceso iterativo:

Condicional en el vector de coeficientes & en la ecuacion (1) se estiman los coeficientes del
modelo ARIMA (ecuacion 2), maximizando la funcion de verosimilitud.®’ Posteriormente,
condicional en los parametros del modelo ARIMA recién estimados; se obtienen estimadores de los
coeficientes en £ utilizando minimos cuadrados generalizados.

Se continua iterando hasta que la diferencias de los coeficientes estimados entre un paso y €
siguiente son menores a cierto nivel pre-establecido. En la practica, ambos pasos se implementan
utilizando € filtro de Kalman; el cua es un algoritmo que permite estimar minimos cuadrados
generalizados de maneraiterativa®

Con respecto a los diagnosticos de los coeficientes del modelo, adicionamente a la
infformacién de los regresores deterministicos mencionada anteriormente, ambos programas
reportan el valor de los coeficientes estimados para € modelo ARIMA con errores estandar. Asi
mismo se presenta informacion con respecto a las raices complejas de los polinomios del modelo
ARIMA seleccionado.

RegARIMA presenta adicionalmente una serie de criterios de informacion relacionados con
lafuncion de verosimilitud del modelo sel eccionado.

Adicionalmente, ambos programas realizan una serie de diagndsticos sobre los residuales de
la regresién para determinar s € modelo ARIMA utilizado describe apropiadamente las
caracteristicas de la serie de tiempo.

Asimismo, las dos aplicaciones presentan estadisticos descriptivos de los residuales y realizan
diagnésticos de normalidad, sesgo y kurtosis de la distribucion de los residuales. RegARIMA
presenta adicionalmente e histograma de los residuales.

Finalmente, con respecto a los diagnésticos de correlacién serial, ambos programas calculan
autocorrelaciones y autocorrelaciones parciales con sus respectivos errores estandar, y realizan €
diagnostico de Box-Ljung. Asi mismo los programas calculan la autocorrelaciéon y redlizan €

Para més detalles de | as propiedades de lafuncion de autocovarianza ver la seccion A.4 en €l anexo.

El algoritmo esta basado en el método de identificacion de Hannan y Rissanen (1982), el cual se explica brevemente la seccion A.3
del anexo.

L os model os balanceados son model os cuyos 6rdenes P y ¢ son de magnitud similar.

Esdecir se estimalafuncion de verosimilitud concentrada, para mas detalles ver la seccion A.3.1 en el anexo.

El algoritmo del filtro de Kalman se describe brevemente en la seccién A.6 del anexo. Para una discusion detallada, ver Harvey
(1989) 6 Hamilton (1994). Para detalles de su utilizacién en la estimacion de los parametros del modelo (1-2), ver Gomez y Maravall
(1994).

35
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diagnéstico de Box-Ljung para € caso de los residuales cuadréticos. TRAMO rediza una
evaluacion no paramétrica de correlacion seria utilizando un diagnostico de corridas en los
residuales.

3.6 Proyecciones

Como se menciond anteriormente, para mejorar la estabilidad de los estimadores de los
componentes de la serie de tiempo, se extiende la serie de tiempo observada con proyecciones.
Ambos programas calculan tanto las proyecciones, como los errores estandar y los intervalos de
confianza asociados a cada observacion proyectada.

Las proyecciones se redlizan utilizando € filtro de Kaman; e cua garantiza que las
proyecciones obtenidas sean de error cuadrédtico de proyeccion minimo, bajo los siguientes
supuestos:

. El modelo identificado es el correcto, lo cua significa que tanto las variables de
regresion incorporadas en el vector x de la ecuacién (1) como € modelo ARIMA dela
ecuacion (2) son los correctos.

. Los coeficientes estimados son consistentes, es decir que los coeficientes estimados
son igual alos verdaderos coeficientes.

. Durante el periodo proyectado no se observan ni desplazamientos de nivel, ni valores
atipicos aditivos.

Cabe mencionar que s la serie original fue transformada, las proyecciones primero se
obtienen en la escala transformada y después se transforman a nivel origina. Dado que las
transformaciones consideradas son no-lineales, las proyecciones obtenidas de esta manera son de
error medio de proyeccion cuadratico minimo para latransformacion, pero en general no lo son para
laserie original.

Ambos programas reportan los errores de los prondésticos fuera de la muestra del modelo
seleccionado. Adicionalmente, RegARIMA puede presentar |os errores de |os prondsti cos obtenidos
con los model os alternativos.
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4 Meétodos de ajuste estacional

Como se menciond en la introduccion la caracterizacion de una
serie de tiempo considera varios componentes no observados. En la
préctica estos componentes son un componente combinado de
tendencia-ciclo, un componente estacional que captura los
movimientos periddicos de frecuencia menor a un afio, y un
componente irregular que captura el movimiento erratico de la serie.

En esta seccién se describen los métodos utilizados por X-12-
ARIMA y TRAMO-SEATS para identificar y estimar cada uno de
estos componentes. Para €ello, en la seccién se supone que la serie de
tiempo analizada es una serie trimestral que ha sido sujeta a proceso
de agjuste previo descrito en la seccién 2.2, es decir los procesos
descritos en esta seccién son aplicados a la serie de tiempo linealizada
Z:, de laecuacion (1).

Ambas aplicaciones consideran dos formas funcionales para la
descomposicién de la serie Z¢, una forma funcional aditiva. La cual
resulta bastante Util para exponer los conceptos, pero es utilizada rara
vez en la préctica®

Zi =Ty + S + I, (4)

en donde 7t denota e componente de tendencia-ciclo, S: denota al
componente estacional e /: denota el componenteirregular.

39

Estaforma se suele utilizar cuando se trabaja con series estacionarias, 0 bien con series que presentan val ores negativos.
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Adicionalmente se considera unaforma funcional multiplicativa

Zt = TtStIt

la cual es apropiada cuando las oscilaciones de la serie son proporcionales asu nivel. Yaque estaes
una caracteristica comun en las series de tiempo econdmicas, esta es la forma funcional que las
aplicaciones utilizan de manera habitual .

Adicionamente el moédulo X-11 dispone de otras formas funcionales para atender
caracteristicas especificas de algunas series econdmicas:*

. Descomposicion log-aditiva:

Zt = exp(Tt + St + If) 4 lIl(Zt) =T+ St =+ It

esta descomposicion se utiliza principalmente con fines de investigacion, ya que es necesario
realizar algunos gjustes tanto en e estimador de tendencia, como en la manera en la que se
identifican algunos val ores atipicos.

. Descomposicion pseudo-aditiva:

Zt = Tt(Sf, + It — ].)

esta descomposicion fue desarrollada por la oficina de estadistica del Reino Unido, y es utilizada
para redizar € gjuste estaciona de series que periodicamente registran valores cercanos a cero;
como puede ocurrir por ejemplo, en e caso de la produccién agricola de algunos productos
disponibles solo una parte del afio.

Para exponer la mecénica de descomposicion, en € resto de la seccidn se considera solo
caso de la forma funciona aditiva (4). Como se discute en la seccion A.5 del anexo en algunos
contextos, como este, resulta conveniente analizar las propiedades de una serie de tiempo en €
dominio de la frecuencia® Por ello, antes de detallar los procedimientos utilizados en cada
programa, a continuacion se utiliza el andlisis espectral parailustrar el objetivo basico de los filtros
de gjuste estacional .

En la figura 3 se presenta e espectro™ que tipicamente se observa en una serie de tiempo
macroecondmica con observaciones trimestrales. La manera mas conveniente de interpretar €l
espectro es como una medida de la variabilidad de una serie de tiempo en diferentes frecuencias.
Esta interpretacion permite asociar los picos de la gréafica, conocidos como picos espectrales, a
componentes con diferentes frecuencias.

En la gréfica se explota la simetria de la funcion del espectro arededor de cero, y € hecho
gque la funciones trigonométricas completan un ciclo con frecuencia 2x; para restringir las
frecuencias analizadas al rango [0: 7).

Figura 3

4 paramas detalles, ver Findley et. a. (1988).

4 Conocido también como andlisis espectral.

Formalmente se trata del pseudo-espectro ya que presenta picos infinitos.
Paramas detalles ver la seccion A.5 en el anexo.

42
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ESPECTRO DE UNA SERIE DE TIEMPO
OBSERVADA TRIMESTRALMENTE

i ) T

L os movimientos con frecuencia cercana a - son movimientos periodicos que se observan a
lamayor frecuencia posible, es decir cada dos trimestres.** Conforme la frecuencia tiende a cero, los
picos se asocian a movimientos con periodos cada vez mas largos. Por ejemplo, en la gréfica 3 se
observan picos espectrales alrededor de las frecuencias w =0, “ =2 Y w =« El pico espectral
arededor de la frecuencia w =0 captura e comportamiento de un componente que presenta
oscilaciones de muy largo plazo, por ello los picos espectrales arededor de esta frecuencia estan
asociados a componente tendencia-ciclo.

Por su parte los picos espectrales alrededor de las frecuencias ¥ =% y w =« capturan el
comportamiento de componentes que se observan anua y semestralmente, por 1o que los picos
espectrales alrededor de estas frecuencias se asocian a componente estacional. Finalmente se puede
observar que €l espectro de la serie de tiempo entre las frecuencias mencionadas es menor, mas no
llega a ser cero. Este fendmeno esta asociado a la existencia de un componente irregular, a cual
usual mente se |e asocia un espectro constante.

Cabe destacar que en la medida que los diferentes componentes son mas estables 1os picos
espectrales se hacen mas angostos.

El objetivo de los métodos de gjuste estacional es transformar la serie de tiempo de manera
que la serie transformada no presente picos espectrales en las frecuencias estacionales. Para ello
ambas aplicaciones utilizan diferentes combinaciones de filtros lineales.

Como se detalla en la seccion A.5, el espectro de la funcion de ganancia de un filtro provee
una herramienta Util para determinar que parte de la variacion origina es eliminada por €l filtro. Por
egiemplo, s lafuncién de ganancia de un filtro esigual a cero entre las frecuenciasw: y w2, eigual a
1 entre las frecuencias ws y ws (donde w1 < w2 <ws < w4 € [0,7]) esto significa que € filtro elimina
todalavariacion en el rango [w1,w2] mientras que mantiene intacta la serie en el rango [ws. wal,

Con esto en mente; los programas de gjuste estacional buscan utilizar filtros cuya funcion de
ganancia sea igual a cero arededor de las frecuencias estacionales y uno en e resto de la serie. En
otras palabras €l filtro de guste estaciona debe eliminar, en la medida de lo posible, el efecto
estacional sin afectar a resto de los componentes. En la préctica esto es equivalente a estimar el
componente estacional St = Z: — (1t + I1) de la ecuacion (4).%

4 gi lafuncion completara un ciclo cada trimestre, se observaria una constante y no una funcién periddica.
% A lasumade los componentes de tendenciaciclo eirregular se le conoce como la serie ajustada estacional mente:

SA =T, + I

23



Elementos tedricos del gjuste estacional de series econémicas utilizando X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS

Enlas

siguientes dos secciones se detalla como se instrumenta el filtrado recién descrito en el

maodulo X-11 de X-12-ARIMA, y en €l programa SEATS, respectivamente.

4.1 X-11

Yaqu
medias movi

Como

e el modulo de gjuste estacional en X-12-ARIMA esta basado en la combinacién de
les utilizada en el método X-11, se le sigue denominando X-11.

ya se menciond con anterioridad, X-11 pertenece al enfoque empirico, lo que significa

que e modelo identificado por RegARIMA para la serie linealizada Z, no es utilizado en la
estimacion de los componentes. A pesar de no estar basado en un modelo estadistico, uno de los
atractivos del médulo X-11, es que se hasa en un algoritmo muy sencillo para estimar dichos
componentes:

4.1.1 Algoritmo Basico

El algoritmo bésico se describe en los siguientes cinco pasos:*°

1

A partir de la descomposicién aditiva (ecuacién 4), e primer paso del algoritmo es
utilizar una media movil para estimar el componente de tendencia-ciclo, 7t. La media
movil utilizada debe de cumplir con tres objetivos: por un lado tiene que representar lo
mejor posible e componente de tendencia ciclo, adicionamente debe eiminar €
componente estacional, y finalmente debe reducir al méximo el componente irregular.

Utilizando el componente de tendencia-ciclo recién estimado, se obtiene un estimador
preliminar de la suma de |os componentes estacional eirregular:*’

(St +L)P =2, -1, (5)

Utilizando una media mévil sobre el estimador preliminar de la suma de los
componentes estacional e irregular (5), se obtiene un estimador preliminar del
componente estacional. De manera similar al paso 1, la media movil utilizada debe de
representar lo mejor posible el componente estacional, reduciendo a maximo €
componente irregular.

Ya que uno de los objetivos dd gjuste es que la serie gjustada respete las caracteristicas
basicas de la serie original, € siguiente paso es centrar la estimacion preiminar del
componente estacional, de manera que los totales de la serie gjustada correspondan a los
totales de la serie gustada. Esto se realiza normalizando los coeficientes de la media movil
utilizada, de manera que la suma de los mismos en un afio seaigual a cero;*® después delo
cual se obtiene € estimador del componente estaciona S:.

Una vez que se han estimado tanto e componente de tendencia-ciclo, como €l
componente estacional, se obtiene |a serie g ustada estacional mente como:

SA =2, - S; =T + I (6)

% paramés detalles ver Findley, et. al. (1998) y Ladiray y Quenneville (2001).

47

>

% Esdecir, j=1

24

El superl'ndi ce P indica que se trata de una estimacién preliminar.

s =0
i L , . -
; donde 77%; son los ponderadores de lamedia movil, y s representa el nimero de observaciones por afio.
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Utilizando este algoritmo el problema de ajustar estacionalmente una serie de tiempo,
se reduce a la eleccion de las medias méviles mas adecuadas.

El médulo X-11 utiliza este algoritmo dos veces, escogiendo diferentes medias méviles,
de manera que en cada paso la estimacion de los componentes se realiza de manera mas fina.
A continuacién se describen las medias moviles que por defecto utiliza en cada etapa el
modulo X-11, y se discuten sus propiedades:

4.1.2 Estimacion preliminar

En esta etapa, se utiliza el algoritmo bésico una vez para estimar de manera preliminar
la serie gjustada estacionalmente. EI modulo X-11 utiliza, en el caso de series trimestrales,
una media movil*® 24 sobre la serie linealizada Z:;*°

17 = Maxa(L)Z;
donde

1
Myyu(L) = g(L—"‘ +2L7  + 2+ 20 +2L%)

A partir de la funcion de transferencia® de la media movil M2x4(L) se obtiene su
funcion de ganancia, la cual se gréfica en la figura 4. Como se puede observar €l filtro tiene
una ganancia de 1 cerca de la frecuencia w =0, y va decayendo conforme la frecuencia
aumenta.

49 Enlaseccion A.6 del anexo se describen de manera general |as medias méviles utilizadas en X-11.
% El superindice P denota una estimacion preliminar.
1 Lafuncién de transferencia de esta mediamévil esta dada por:

1 ,
Moy y(w) = 3 [2 4+ 4 cos(w) + 2 cos(2w)]
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Figura 4
GANANCIA DE LA MEDIA MOVIL 2X4

T

Esto significa que € filtro extrae la tendencia de la serie Z;, por lo tanto
(L= M>zy4)Z: = (St + It)”. Este tipo de media mévil se conoce como filtro de tendencia.

Una vez que se obtiene el estimador preliminar de la suma de los componentes estacional
como en el paso 2 del agoritmo, X-11 utiliza una media mévil 3x3 para estimar de manera
preliminar el componente estacional:

SP* = Msys(L)(S; + LI)P

donde

1 , T
Msys(L) = g(L_s +2L7* + 3+ 2L + L)

Tal como se realiz6 anteriormente, a partir de la funcién de transferencia® de la media movil
Msx3 se obtiene la grafica de su ganancia. Como se puede observar en lafigura 5, el efecto de este

filtro es eliminar todos |los movimientos entre las frecuenciasw = 0y @ = 7/2, y entre las frecuencias
w=m/2 Yw=m.

Ya que el componente (St + 1) por construccion, no tiene tendencia; el resultado es que se

elimina el componente irregular y se extrae el componente estacional. Este tipo de media mévil se
conoce como filtro estacional .

52 Lafuncién de transferencia de estamedia mévil es:

1
[3 4 4 cos(dw) + 2 cos(8w)]

l\ffgxg(w) = 5
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Figura 5
GANANCIA DE LA MEDIA MOVIL 3X3

Para normalizar e componente estacional se utiliza € filtro de tendencia Maxs descrito
anteriormente de la siguiente manera:

SP = [1— Mayxa(L)] SV

A partir de esta operacion, en donde al componente estacional preliminar se le resta su
tendencia, se obtiene un estimador preliminar de la serie ajustada estacionalmente SA” = Z: — 57

4.1.3 Estimaciéon del componente estacional

En la segunda etapa del proceso de gjuste X-11 utiliza otra vez € algoritmo basico utilizando
un conjunto de medias moéviles de efecto similar, cuyo objetivo es suavizar los estimadores
preliminares de los componentes.

En particular para obtener e estimador intermedio del componente de tendencia se utiliza un
tipo de media mévil més sofisticado, conocido como filtro de Henderson:>®

T} = H, (L)S AP

donde #.(L) denota € filtro de Henderson de » términos, y el superindice I denota que se trata de
un estimador intermedio.

En € caso en e que e usuario no determine la longitud del filtro de Henderson a utilizar, X-
12-ARIMA utiliza una rutina basada en razones de ruido a sefid® para determinar la longitud
adecuada.”

8 El filtro de Henderson se describe brevemente en la seccion A.6 del anexo.

La idea es evaluar una razon, entre la variabilidad del componente irregular con respecto a la del componente de tendencia-ciclo.
Entre mas variable sea el componente irregular en términos relativos, es decir entre mas ruido exista, lalongitud del filtro utilizado es
mayor. El efecto de utilizar un filtro de mayor longitud es suavizar més la serie de tendencia.

% Parael caso de una serie trimestral, lalongitud del filtro de Henderson puede ser 5 67 términos.
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Figura 6
GANANCIA DEL FILTRO DE HENDERSON DE 7 TERMINOS

[E]

1] A

En lafigura 6 se muestra la ganancia del filtro de un filtro de Henderson de 7 términos.>

Si bien el efecto global es similar a del filtro M2x4 descrito anteriormente, es decir se trata de
un filtro que extrae la tendencia de una serie; la ganancia del filtro de Henderson no es cero en la
frecuencia estacional @ = 7/2,

Por esta raz6n en la primera etapa no se utiliza e filtro de Henderson para estimar la
tendencia, ya que s se utilizara sobre la serie sin un gjuste estacional previo, la tendencia obtenida
tendria cierta estacionalidad.

Una vez que se obtiene el estimador intermedio del componente de tendencia, se estima
componente estacional sin normalizar, ST aplicando una media movil 3x5 a estimador intermedio
de la suma de los componentes estacional eirregular:

S = Msus(L)(S; + )"
donde

1
Mzys = E(L‘12+2L_8+3L_4+3+3L4+2L8+L12)

(Sy+ L) =[1— H,(L) SA?

Lagananciadel filtro seilustraen lafigura?.

% Lafuncién de transferencia de un filtro de Henderson de . términos es:

)
Hy(w) = ho +2)_ hjcos(ws)
i=1

R son los ponderadores del filtro de Henderson, los cuales se calculan de acuerdo a la formula dada en la seccién A.6 del

donde
anexo.
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Figura 7
GANANCIA DE LA MEDIA MOVIL 3X5

a "

De la misma manera que en la etapa anterior, el estimador del componente estacional se
normaliza utilizando una media movil 2.4:

Se = [L — Maya(L)] S;

con lo cual se obtiene e estimador final del componente estacional S:, y por lo tanto la serie
gjustada estacionalmente, SA; = Z; — S,.

4.1.4 Estimacion de los componentes de tendencia e irregular

En la dltima etapa del procedimiento se vuelve a aplicar € filtro de tendencia de Henderson a
la serie gjustada estacionalmente para obtener el estimador final del componente de tendencia:

T, = H,(L)SA,

apartir del cual se obtiene el estimador final del componente irregular:

I, = SA, — Ty = [1 — H,(L)]SA,

Cabe mencionar que €l filtro de Henderson utilizado en esta etapa no necesariamente es igual
al utilizado en la etapa anterior.

415 Los Filtros Combinados de X-11

En lafigura 8 se comparan las ganancias de los filtros estacionales 3x3 y 3<5. Claramente se
puede observar que €l filtro estacional utilizado en la segunda etapa elimina el efecto estacional en
un rango de frecuencias més angosto,” es decir de la primera a la segunda etapa el filtrado se va
haciendo mas fino, tal como se menciond anteriormente.

5 Lo cual se debe aque se utilizaun filtro mas largo.
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Figura 8

GANANCIA DE UNA MEDIA MOVIL 3X3 (=)
Y UNA MEDIA MOVIL 3X5 (---)

J F

La combinacion sucesiva de filtros utilizada en X-11 para obtener e componente estacional,
puede ser interpretada como la aplicacion de un solo filtro lineal. Este filtro combinado, a cua a
veces se refiere como filtro X-11 se puede expresar como:

Mx11,5(L) = 1—=Mp(L)|Mg2(L)[1—H(L{1—-[1—-M¢(L)Mg1(L)[1—Mp(L)|}] (7)

donde Mr(L) es e filtro de tendencia utilizado en la primera etapa, Ms: y Ms: son los filtros
estacionales utilizados en la primera y en la segunda etapa respectivamente, (L) es € filtro de
tendencia de Henderson, y Mx11,5(L) denota € filtro combinado de X-11 utilizado para obtener el
componente estacional S:. Es decir

Sy = Mx11,5(L)Zy

A partir del filtro estacional (7), se pueden expresar los filtros para cada uno de los
componentes como:

Mx11.54(L) =1 — Mx11.5(L) Serie Ajustada Estacionalmente @)

Mx11,7(L) = H(L)Mx11,54(L) Tendencia
Mx11,7(L) = 1 = Mx11,7(L) Irregular

Conociendo lafuncién de transferencia de cada una de las medias moviles utilizadas en X-11
se puede obtener la ganancia de los filtros X-11 para cada uno de sus componentes, o cua permite
evaluar € efecto del procedimiento utilizado por X-11 en laserie Z:.

En lafigura 9 se gréficala ganancia de los filtros de gjuste estacional X11 (8) para el caso de
una serie trimestral.>® En todos |os casos €l filtro de Henderson utilizado es de 7 términos.

% En Bel y Monsell (1992) se presenta un catdlogo completo de las ganancias de todas las combinaciones de filtros simétricos

disponibles en X-11, para frecuencias mensualesy trimestrales
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Figura 9
FUNCION DE GANANCIA DE LOS FILTROS ESTACIONALES PARA
SERIES TRIMESTRALES EN X-11. (A) DEFAULT (B) 3X3 (C) 3X5 (D) 3X9

El caso (a) default, es aguel en el que en la primera etapa se utiliza un filtro estacional 3«3, y
en la segunda un filtro estacional 3x5; en el caso (b) 3x3, se utiliza € filtro estacional 3x3 en ambas
etapasy asi sucesivamente.

Resulta claro que en todos los casos €l filtro de ajuste estacional opera como un filtro de paso
de banda (band-pass), ya que se observa una ganancia de 0 arededor de las frecuencias estacionales
7/2'y z, y unagananciacercanaal en €l resto de las frecuencias.

Basta inspeccionar la ganancia del filtro 3<3 en el panel (b) con la ganancia del filtro 3<9 en
el panel (d), para confirmar que como se menciono anteriormente, el rango en e que opera cada
filtro alrededor de las frecuencias estacionales se hace més angosto en la medida que se utilizan
filtros mas largos.

Esto significa que la eleccion del filtro estacional debe ser realizada en funcion de las
caracteristicas de la serie de tiempo. Por ejemplo para una serie de tiempo cuyos picos espectrales
sean mas anchos, lo que significa que su componente estacional es relativamente inestable, es
conveniente utilizar un filtro de menor longitud para asegurar que la serie gjustada no tenga
estacionalidad residual .

Finalmente se puede observar que exceptuando el caso 3x<3 en el panel (b), todos los filtros de
gjuste estacional X11 presentan una ganancia mayor a uno entre las frecuencias estacionales. Una
ganancia superior a uno significa que el filtro ampliara la variabilidad de la serie Z:en estas
frecuencias.

Ya que este rango de frecuencias esta asociado a movimientos de corto plazo, las series
gjustadas por X-11 presentan mayor variabilidad de corto plazo que las series sin gjustar.

4.1.6 Diagnosticos

Los diagnosticos disponibles en e médulo X-11 estan basados, como el proceso de gjuste
estacional, en herramientas empiricas. Debido en buena medida a la base de usuarios con la que
cuentan los programas de la familia X-11, y a volumen de contribuciones realizadas en mas de 30
anos, los diagnosticos disponibles en X-12-ARIMA para el modulo de gjuste estaciona cubren un
area bastante amplia
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Una descripcion detalada de todos los diagnésticos disponibles para la etapa de gjuste
estacional se encuentra fuera del alcance de este documento, por ello a continuacion simplemente se
mencionan algunos de los diagnésti cos disponibles:>

Se estiman diversas medidas empiricas con respecto a la calidad del gjuste estacional. Las
cuales evallan, entre otras cosas; las contribuciones de los diferentes componentes a la serie
original, la estabilidad de los componentes estacionales, |a aeatoriedad del componente irregular,
asi como la presencia de estacionalidad residual en el componente irregular.

Adicionalmente se puede obtener e espectro de algunos de los componentes, asi como
estimar diversas estadisticas con respecto a la evolucion de las revisiones en los componentes
conforme se observan més datos de la serie de tiempo. También es posible obtener una estimacion
de larevision que sufren los componentes cuando se utilizan prondsticos de la serie original o datos
observados en el gjuste estacional.

4.2 SEATS

El programa SEATS pertenece a las aplicaciones del enfoque basado en modelos. El
procedimiento de descomposicion se lleva a cabo en dos partes. En la primera, a partir del modelo
ARIMA identificado por TRAMO en la etapa de ajuste previo descrito en la seccion 3, SEATS
identifica modelos ARIMA para cada uno de los componentes. En la segunda parte, se estiman los
componentes utilizando un filtro lineal que esta basado en el modelo identificado para cada
componente en la primera etapa.

4.2.1 Identificacién de los modelos paralos componentes

Marco Tedrico

Para simplificar la exposicion del marco genera y 1os supuestos detras de la metodologia de
descomposicion utilizada por SEATS; se supone que los componentes no observados son

simplemente un componente de sefial, denotado por C1¢, y un componente de ruido, denotado por
Cy %0

Béasicamente, la metodologia para identificar los componentes consiste en factorizar el
modelo ARIMA de la serie linealizada, en modelos ARIMA para cada componente:

¢i(L)Cje = 0;(L)ejt 9)

donde j = 1.2, de manera que se cumplan los siguientes requisitos:

1 La agregacion de los componentes debe replicar el modelo identificado para la serie
linealizada, es decir:

Zi =Y Cj
i (20)
2. El modelo utilizado debe replicar las caracteristicas asociadas a cada componente.

El marco tedrico bajo €l cua se realiza la descomposicién de la serie de tiempo, se basa en
los siguientes supuestos:

% En laseccién 4 de Ladiray y Quenneville (2001) se detallan todas |as tablas obtenidas del programa, en particular la seccién 4.5

describe | os diagndsticos de calidad de gjuste estacional .

% Més adelante parailustrar lametodologia se vuelve al caso general endonde Z; = T3 + Sy + I;.
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al. Loscomponentes no observables no estan correlacionados.®
a2. Con respecto ala estructura de los model os de | os coeficientes, se supone que:

i. Las innovaciones, it de los modelos de los componentes (9) son variables aleatorias
independientes que se distribuyen normalmente con mediacero y varianza 7.
ii. Ningtn par de polinomios{#:(L) (L)} comparte la mismaraiz.®?

iii. Los polinomios #;(L) y 9;(L), de orden Pi y % respectivamente; pueden tener raices
unitarias o incluso fuera del circulo unitario. Sin embargo los polinomios ¢;(L)Ci:
deben ser estacionarios.

a3.  Losdiferentes polinomios ¢;(L) no comparten raices unitarias.”®

Bajo estos supuestos, despejando (9) para cada uno de los componentes, y sustituyéndolos en
(10) se verifica después de un poco de agebra que (9-10) implican que Z: obedece e siguiente
proceso:

$1(L)p2(L)Zy = ¢2(L)01(L)ery + d1(L)02(L)ey
Con lo cual se satisface el primer requisito, es decir la suma de los componentes resulta en un

modelo ARIMA similar a de la ecuacién (2), en particular se tiene que Z: obedece el proceso
ARIMA:

‘,ZSZ (L)Zt = 92 (L)Ezt (ll)

donde:
6:(L) = n(L)olL) (12)
0.(L)eot = d2(L)61(L)ers + d1(L)02(L)en (13)

Y a que se supone que los polinomios autorregresivos no comparten raices unitarias, € orden
del proceso ¢-(L) esigual ar- = p1 + p2, donde Ps es el orden del polinomio ¢;(L) para, i = 1,2.

Por su parte, dado que se supone que las innovaciones <i: y €2, son independientes y se
distribuyen normalmente. La ecuacion (13) implica que e proceso ¢« también se distribuye
normalmente con media 0 y varianza -, ademéas e orden del polinomio ¢-(L) esta restringido por
- < méx(ps + q1,p1 + 42) donde % es el orden del polinomio %;(L), paraj = 1.2.

Adicionalmente se realiza el siguiente supuesto:

ad.  El proceso de media Movil 9-(L)z=: esinvertible.

Identificacion de los polinomios AR

1 Aunque este supuesto no es estrictamente necesario; se justifica por la idea de que, por lo menos en el corto plazo, la evolucién de

cada uno de los componentes se debe a diferentes factores.
Este supuesto garantiza que el error minimo cuadrado de | os estimadores de |os componentes este acotado.
Este supuesto implica que los diferentes componentes no tienen picos espectrales en la mismas frecuencias.
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Para identificar los modelos de los componentes no observados, SEATS comienza por la
identificacion de los polinomios autorregresivos de cada componente.

El espectro de un proceso ARIMA esta dado por:**

s(w) = 0'2%
ple=™)p(er) (14)

de donde resulta claro que los picos (infinitos) espectrales dependen de las raices del polinomio

autorregresivo.

Explotando este resultado; SEATS factoriza las raices del polinomio ¢-(L) = ¢(L)5(L) del
modelo identificado por TRAMO parala serie linealizada 7%

HLYS(L)Zy = 0-(L)ez

en el dominio de la frecuencia, para identificar los polinomios de los componentes no observables
de manera que se satisfaga el requisito numero dos. Es decir, de manera que los modelos de los
componentes repliquen | as caracteristicas asociadas a cada componente.

Para ilustrar la factorizacion recién descrita, en el recuadro 1 se utiliza el gjemplo utilizado
por Kaiser y Maravall (2000).

Identificacion de los polinomios MA

Una vez que los polinomios autorregresivos de los componentes han sido identificados, la
estructura del modelo de la serie linedlizada (ecuacién 2) y la ecuacion (13) implican
méx(p2 +q1.p1 +¢2) + 1 restricciones para identificar o1 +¢2 +2 coeficientes restantes, es decir los
polinomios MA de los componentes y |as varianzas de las innovaciones.

En e caso general en el que méx(p2 + 41,91 +a2) < a1+ ¢+ 1 ¢l sistema no esta identificado,*®®
por lo cual es imposible encontrar una descomposicion aceptable sin imponer restricciones
adicionales.

Esto significa que no es posible factorizar de manera Uinica € polinomio MA de la serie Z:
para obtener los polinomios MA de los componentes y la varianza de sus innovaciones, de manera
que los espectros de todos |os componentes sean no-negativos.

El espectro de un proceso ARIMA se obtiene evaluando su funcién de autocovarianza:

—1
4(1) = o2 AL

_ H(L)p(L1)
en L = e tal como se explicaen laseccion A.6 del anexo.
Ver ecuacion (2)
En este caso el problema de identificacion es en e sentido clésico del término; no al sentido del término en la metodologia de Box y
Jenkins en donde se refiere ala especificacion de un modelo.
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Recuadro 1
FACTORIZACION DE POLINOMIOS AR

Suponiendo que el componente de sefial C1: esta definido como:

Cit =T: + St
donde 7} es un componente de tendencia y S: es un componente estacional; y suponiendo
que el componente de ruido es igual al componente irregular, i. e. C2; = I, el cual obedece
. I .z . 2
un proceso de ruido blanco con distribucion normal y varianza 7.

En este caso, la factorizacién se realiza de manera que los picos espectrales alrededor
de la frecuencia w = () estén asociados a las raices del polinomio autorregresivo del
componente de tendencia, mientras que los picos espectrales alrededor de las frecuencias
estacionales w = 7/2 y w =7 Se asociardn a las raices del polinomio autorregresivo del
componente estacional.

Suponiendo que el modelo identificado por TRAMO sea:

AA*Z; = 6(L)e (15)

el polinomio AA* = (1-L)(1-L)* se puede factorizar como
A?0=(1- L)L+ L+L*+L% donde ¢ es la diferencia estacional definida en la seccion
A.1 del anexo.

El espectro del polinomio 2% = (1= L) es igual a 2(1 — 2cos(w) + cos(2w)), mientras
que el espectro del polinomio ¢=(1+L+L?+L%)=(1+L)(1+L%) es igual a
4(1 + cos(w))(1 + cos(2w)), por lo que el espectro de Z: es igual a:

H(e=™)
[2(1 — 2 cos(w) + cos(2w))] [4(1 4 cos(w))(1 + cos(2w))]

s,(w) =04

Del andlisis del denominador del espectro de Z: resulta claro que los picos espectrales
s

se observaran en w = 0, producto de la raiz del polinomio A?; asi comoen¥ = 2yw=n
producto de las raices del polinomio ©.

Por lo tanto, dado el modelo (15) para la Zt, el procedimiento utilizado por SEATS
determina que el polinomio autorregresivo del componente de tendencia es igual a AZ?,
mientras que el polinomio autorregresivo del componente estacional es igual a la diferencia
estacional 2, es decir

A2Tt = 0r(L)ery (16)

05y = 05(L)egt

donde las innovaciones se distribuyen independientemente obedeciendo distribuciones
. . 2 2 .
normales con media cero y varianzas 9T y 95 respectivamente.
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Para ilustrar €l problema, en el recuadro 2 se retoma € gemplo de Kaiser y Maraval
introducido anteriormente.

Recuadro 2
PROBLEMAS DE FACTORIZACION DE POLINOMIOS MA

Utilizando la factorizaciéon obtenida del polinomio AR de la serie Z;, el analogo de la
ecuacion (13) para el ejemplo se puede escribir como:

0.(L)ey = 007 (L)ere + AZQS(L)&‘St + AA*L (17)

donde se supone que el componente irregular es simplemente ruido blanco.

Si TRAMO identific6 que 0.(L)z=t es un proceso MA(5), entonces para que todos los
términos en el lado derecho de (17) sean también MA(5) se requiere que el polinomio (L)
sea de orden 2, i. e. ¢gr = 2; mientras que el polinomio 0s(L) debe ser de orden 3, i. e.
qs = 3.

Igualando la funcién de autocovarianza de ambos lados de (17) se obtienen 6
restricciones. Sin embargo las incognitas son 8: los tres coeficientes en 07(L), los dos
coeficientes en ?s(L), mas las tres varianzas de las innovaciones de los componentes. Por
lo tanto no es posible identificar los 8 parametros de manera Unica, de hecho existen
infinitas combinaciones de parametros que satisfacen las restricciones.

Claramente una solucion a problema de identificacion, es restringir €l orden de los
polinomios MA de los componentes de manera que el orden del polinomio MA de alguno de los
componentes sea menor a del orden del polinomio AR respectivo; es decir ¢r < pr Y/0 ¢s < ps. Este
es el enfoque utilizado en la llamada modelizacion de series de tiempo estructurales.®’

SEATS utiliza una alternativa que no requiere la imposicion de restricciones en €l orden de
magnitud de los polinomios MA de los componentes no observados. Este enfoque es conocido
como |la descomposicién canénica.®®

La descomposicion candnica consiste en maximizar la varianza del componente irregular, o7;
al mismo tiempo que se minimiza la varianza de los demés componentes. En el dominio de la
frecuencia minimizar la varianza de un componente es equivalente a inducir un cero en los
espectros de |os componentes canénicos, 7; y S:.%°

7 Ver Harvey (1989).

®  Propuesta originalmente por Box, et. al. (1978).

% En términos generales se puede maximizar la varianza de cual quier componente, en cuyo caso |os demés componentes son conocidos
como canénicos. Sin embargo, Hillmer y Tiao (1982) demostraron que a maximizar la varianza del componente irregular se
minimizalavarianza de los demas componentes, |0 cual tiene sentido en un gjercicio de gjuste estacional.
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En el recuadro 3, seilustrael efecto de la descomposicion candnica.

Recuadro 3
DESCOMPOSICION CANONICA

Suponiendo que el componente de tendencia obedece un camino aleatorio
ATy =¢ (18)

donde &: es ruido blanco con varianza igual a uno. El especto de 1% es igual a

1

@) = S0 o)

el cual alcanza un minimo en la frecuencia w = « igual asr(m) =1/4,

Como se menciond anteriormente; la descomposicién candnica es equivalente a
inducir ceros en los espectros de los componentes canoénicos. Analizando el denominador
de la expresién analitica del espectro de un proceso ARIMA (14), resulta claro que inducir
un cero en el espectro es, a su vez, equivalente a tener una raiz unitaria en el polinomio MA
de los componentes canénicos.

Por ello, el espectro de la descomposicion candnica de la tendencia de obedece un
camino aleatorio esta dado por:

sp(w) = s(w) — & = H

e

lo cual corresponde al siguiente modelo para la tendencia canénica:
" 1
donde ¥: es ruido blanco con varianza igual a 1.
Figura 10
DESCOMPOSICION CANONICA: CAMINO ALEATORIO (—) TENDENCIA CANONICA (- - )

En la figura (10) se ilustra el efecto de la descomposiciéon canénica para (18). Como
se puede observar la descomposicion candnica puede ser vista como un problema de
asignacién de ruido entre los componentes, el cual se resuelve asignando todo el ruido al
componente irregular.

37



Elementos tedricos del gjuste estacional de series econémicas utilizando X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS

Para terminar la seccién, se retoma el gemplo de Kaiser y Maravall, en donde e modelo
identificado para la serie Z: tiene un polinomio MA de orden 5. Para €l caso de la tendencia
(ecuacion 16) la descomposicion candnica junto con la restriccion de que e polinomio MA de la
tendencia debe ser de orden dos implica la siguiente descomposicion:

ér(L) = (1+0mL)(1+ L)

donde 9r: es un coeficiente a estimar en la siguiente etapa. Para €l caso del componente estacional
se procede de manera similar.

4.2.2 Estimacion de los componentes

Como en la seccion anterior; para entender mejor el funcionamiento del filtro utilizado para
estimar los componentes recién identificados, y sus propiedades; en la exposicion se supone que la
serie observada puede ser descompuesta en un componente de sefial, y un componente de ruido,
como en (10).

Estimadores Optimos

Bajo e supuesto de normalidad de las innovaciones, e estimador 6ptimo™ de la sefia se
obtiene a calcular la esperanza condicional de la sefial sobre la serie observada, i. e.
Cu = E(Cu | Z1,---,Z7), Incluso cuando se relaja el supuesto de normalidad |a esperanza condicional
permite obtener el estimador lineal con error cuadrético medio minimo.

Para calcular la esperanza condicional, se puede recurrir al filtro de Kalman o bien a filtro de
Wiener-K olmogorov. Ambos filtros™ son éptimos en e sentido que minimizan € error cuadrético
medio. SEATS utiliza €l filtro de Wiener-Kolmogorov (WK).

El filtro, cuya derivacién se describe en la seccion A.6 del anexo, fue desarrollado para su
utilizacion en series estacionarias; sin embargo bajo algunos supuestos adicionales se ha extendido
su aplicacion a series no estacionales.”?

Aungue € filtro se deriva utilizando una serie de tiempo infinita, en la préctica, SEATS
implementa el filtro utilizando un proceso iterativo conocido como algoritmo de Burman-Wilson,™
e cua permite estimar los componentes de manera eficiente, utilizando un ndmero finito de
prondésticos de la serie original.

Como se discute en e anexo, € filtro WK es un filtro lineal que se puede expresar como la
razon entre la funcién de autocovarianza del componente a estimar, %(L), y la funcién de
autocovarianza de |a serie observada 9-(L)

Por ejemplo, el estimador del componente de sefia se obtiene como:

Ci = Wi(L)Z, (19

donde € filtro WK esigua a

" Esdecir e estimador de error cuadrético medio minimo.

™ Losdos filtros son equivalentes. Para el caso de series estacionarias ver, por gjemplo, Burridgey Wallis (1988); parael caso de series
no estacionarias, ver Gomez (1999).

2 Ver Cleveland y Tiao (1976).

™ Unaextension similar ha sido desarrollada para e filtro de Kalman, ver Kohn'y Ansley (1987).

™ Ver Burman (1980).
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Una de las ventgjas de utilizar model os paramétricos, es que €l filtro WK se puede expresar
como una funcidn de los parametros de los modelos de la serie observada de los modelos de los
componentes considerados.

En el caso de SEATS, en donde se supone que tanto la serie observada como los
componentes obedecen un proceso ARIMA; €l filtro para los componentes de sefial y de ruido se
pueden escribir respectivamente como:

0.(L)0:(L 1) (20)

2
I; . . . . .
dondei = 5% eslarazon entre la varianza de | as innovaciones del componente / y lavarianzade las
innovaciones de la serie observada.

Para entender mejor la operacion del filtro, es conveniente realizar el andlisis en € dominio
de la frecuencia. Dado que se supone gue los componentes son ortogonales, utilizando la
transformada de Fourier en (19) el espectro del estimador del componente de sefial, $7(«), esta dado
por:

oy [B@) slw)] "
s3(0) = | 2] s = [ 25 s -

donde s1(w) y s:(«) son, respectivamente, el espectro del componente de sefid y de la serie
observada.

Bajo el supuesto de ortogonalidad, €l espectro de la serie observada se puede expresar como

5.(w) = 51(w) + s2(w) (22)

Notando que la expresion en corchetes en (21), la cual es la ganancia del filtro WK,” es
menor o igual a uno; la ecuacion (22) implica que 51(«w) < s1(w) en todo € rango de frecuencias, con
lo cual e estimador obtenido siempre es mas estable que el componente tedrico de sefial.

Alternativamente, utilizando (22), la ganancia del filtro WK se puede escribir como:

s1(w) 1

R 0

Esta expresion permite obtener una interpretacion intuitiva del filtro WK. Cuando la
contribucion del componente de sefid en cierta frecuencia .,+es relativamente alta, es decir cuando

™ Para obtener la expresion (20) se utiliza (12); lo cual permite mostrar explicitamente la dependencia del filtro de los parémetros de
ambos componentes.
® En e caso del filtro de Wiener-K olmogorov, lagananciadel filtro esigual alafuncion de respuesta de frecuencia
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[s2(w*)/s1(w*)] — 0; la ganancia del filtro tiende a uno. Esto significa que, en esa frecuencia
particular, lamayor parte del espectro de la serie observada se utiliza para estimar |a sefial.

De manera similar cuando la contribucion del componente se sefial es relativamente baja, la
ganancia del filtro tiende a cero. Lo cual significa que en esa frecuencia e espectro del estimador
tiende a cero.

Para ilustrar la operacion del filtro, en lafigura 11 se grafica la ganancia del filtro WK para
los componentes estimados por SEATS. Se puede observar en los paneles (b), (¢) y (d) las
ganancias para los componentes de tendencia, estacional e irregular respectivamente.

Figura 11

FUNCION DE GANANCIA DEL FILTRO WK: (A) AJUSTE ESTACIONAL
(B) TENDENCIA (C) FACTOR ESTACIONAL (D) FACTOR IRREGULAR

RARN
BERvA

1]

n

{9

En e caso de latendenciay € componente estacional, resulta claro que € filtro elimina las
frecuencias que no estédn asociadas a los componentes respectivos. Asi la ganancia del filtro del
componente de tendencia es cercano a uno en e rango de frecuencias bagjas y va decayendo
conforme aumenta la frecuencia. Por su parte la ganancia del filtro del componente estacional
muestra ganancias cercanas a uno, arededor de las frecuencias estacionales, y cero en €l resto del
rango.

La ganancia del filtro del componente irregular refleja el efecto de la descomposicion
canodnica; en donde al componente irregular se le asigna toda la variacion que no es asignada a los
demés componentes. Por ello, la ganancia es igual a cero en la frecuencia cero y va creciendo
conforme la ganancia del filtro de tendencia va decreciendo, con dos valles en las frecuencias
estacionales, que reflegjan la variacion asignada al componente estacional.

De manera similar a caso de los filtros utilizados en X-11, la combinacién de los filtros WK
de los componentes en SEATS puede ser interpretada como un solo filtro de gjuste estacional. La
ganancia del filtro de gjuste estacional implementado por SEATS se muestra en € pane (a)
Claramente este filtro elimina los movimientos arededor de las frecuencias estacionales sin afectar

€l resto de la serie.

Errores de Estimacion
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En la estimacién de los componentes existen dos tipos de errores. Los errores de estimacion final
y los errores de revision. Los primeros se dan por las diferencias en las propiedades estocéasticas de
los estimadores y de los componentes. Por su parte |os errores de revision ocurren debido a que en
los extremos de la serie, €l filtro WK se aplica a pronosticos de la serie.

Para entender el origen de las diferencias en las propiedades estocasticas del componente tedrico
y de su estimador, conviene reescribir la expresion del estimador del componente de sefia (19),
utilizando (20) y (11), como:

- 01(L)
Cy =k T
YO (23)
donde:
~ 0L (L)
N V7 N (24)

Comparando el modelo del estimador (23) con € modelo del componente (9); resulta claro
gue si bien ambos modelos comparten los polinomios AR y MA en e operador de rezago 1. El
estimador de |la pseudo-innovacion’” (24) sigue un proceso ARMA en el operador de adelanto 7,17
; mientras que en el modelo tedrico del componente, se supone que es una variable aeatoria sin
correlacion serial.

Yaque € estimador de la sefial depende del polinomio AR del ruido ¢2(Z ), sus propiedades
estocésticas dependen no sdlo de las propiedades estocésticas del componente tedrico de sefial sino
también del componente tedrico de ruido. Por lo que aunque la estimacion se realiza bajo €
supuesto de ortogonalidad de los componentes, |0s estimadores obtenidos estan correlacionados.

Lo anterior significa que s bhien e estimador y el componente comparten la misma
transformacion estacionaria, tanto los espectro como las funciones de autocovarianza de ambos
elementos difieren.

Formalmente el error de estimacion final se define como:
€y = (_,'“ (A-'jr (25)

Sustituyendo las expresiones para el componente y su estimador, se puede demostrar después
de un poco de agebra, que la funcidn de autocovarianza del error de estimacion final esigual ala
funcién de autocovarianza del proceso ARMA definido por:

6’z (L)ﬁt = 91(]_—/)92([1)5&
donde . es una variable aleatoria distribuida normalmente con media cero y varianzakikz/o?,

Como se ha mencionado anteriormente, para poder utilizar los filtros simétricos descritos en
este documento es necesario extender la serie, hacia adelante y hacia atras.

Para ello se reemplazan los valores de la serie que todavia no han sido observados por los
prondsticos del modelo ARIMA identificado para la serie observada Z:, 10s cuales se denotan por Z:.
Este procedimiento permite obtener estimadores preliminares en los extremos de la serie. Sin
embargo, ya que los prondsticos se realizan con cierto error, dichos estimadores preliminares
estardn contaminados por € error de prondstico.

7
78

Que de hecho es €l estimador con el minimo error cuadrético medio.
Hay que notar que aunque el estimador de las pseudo-innovaciones sigue un proceso ARMA, las pseudo-innovaciones no son
pronosticables ya que el proceso ARMA esta definido en realizaciones futuras.
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Conforme se afiaden mas observaciones a la serie, l0s prondsticos se van reemplazando por
sus valores histdricos, con o cua €l estimador preliminar se varevisando. La discrepancia entre los
estimadores preliminares, obtenidos a lo largo del tiempo, es conocida como €l error de revision. El
cual para el estimador obtenido en lafecha:,” se puede expresar como:

;‘JJ'_(’T‘;I!_E(@” Z[ ..... Z;)
donde E(Ct | Z1;-- .. Zi) es|a esperanza del estimador de la sefial condicional en la observacion dela

serie hasta € momento +.

Expresando el estimador como una funcion de las innovaciones de |a serie observada:

Cy = {L)E;r
donde:

o 01(L) 01 (L " )pa(L™)
6.(L)  ou(L) 0.(L7Y)

|a esperanza condicional se puede expresar como®

0
L[ .‘-‘]g Z] ..... Zf] = Z Vl.j“—?f"_}

i=—cc

Por lo tanto el error de revision total en el estimador concurrente de la sefial esta dado por €l
proceso de media mévil infinito:

ry = Z 1, jE1+j
j=1 (26)

mientras que los errores para cualquier estimador preliminar calculado en e momento # + &, para
k#0 esigua a

o
T4k = Z V1,5€t4j
J=k+1

Pierce (1980), demostrd que los procesos MA de los errores de estimacién son estacionarios,
por lo que lavarianzadel error de estimacién se obtiene como:

o
Vil = ) i
"t 1

i

79
80

Conocido también como estimador concurrente.
Donde 1.k es €l k-ésimo elemento de la serie definida por:

vmi(L)=...+ 1/17,;”,.L7’c + ..+ J/L,lL*l +vio+vial+.. + 1/17kLk + ...
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4.2.3 Diagnosticos

La mayoria de los diagndsticos disponibles en SEATS, explotan el enfoque paramétrico para
realizar inferencia con respecto ala calidad del gjuste estacional.

En particular es posible realizar un andlisis del error de estimacion descrito anteriormente, a
través de la comparacion de la variabilidad de los componentes tedricos y sus estimadores, asi como
informacion con respecto ala contribucién de cada uno de |os componentes estimados a la varianza
de la serie observada.

Con respecto a error de revision; se presenta informacion con respecto a tamafio de las
revisiones, y la velocidad de convergencia conforme se agregan més observaciones a la serie de
tiempo. Finamente, en la version para Windows;, disponible a través del sitio web del Banco de
Esparia; es posible realizar un andlisis gréfico bastante completo, incluyendo comparaciones entre
las funciones de autocovarianzay espectros de los componentes tedricosy sus estimadores.
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5 Comparaciones de X-12-ARIMA y
TRAMO-SEATS

Como se menciond anteriormente, ambos enfogques tienen
ventgjas y desventgjas; sin que hasta la fecha exista un consenso con
respecto a “ mejor” método de gjuste estacional.

Por gemplo, a enfoque no paramétrico se le critica que los
procedimientos no sean Optimos y que no estén basados en modelos
explicitos, lo cual dificulta la inferencia estadistica de |os estimadores
obtenidos. Por su parte, si bien los procedimientos paramétricos son
optimos y permiten realizar inferencia; es un hecho que un modelo de
series de tiempo no es un modelo econdémico, por 1o que subsisten
dudas con respecto ala modelizacion.

Adicionalmente en ambos tipos de enfoque se resdta la
dificultad de identificar, a priori, algunos elementos de los
componentes de los cuales se puede saber poco, como puede ser la
naturaleza de los valores atipicos observados. También, en ambos
casos, existen dudas con respecto ala calidad de los resultados cuando
se trabgja con series que estén fuertemente perturbadas.

Es importante mencionar que el hecho de que la teoria
econdmica no brinde una descripcion formal de los componentes en
los cuales se descompone una serie de tiempo, hace précticamente
imposible Ilegar a una conclusion con respecto a la superioridad de
uno u otro método de gjuste estacional. Ya que sin una descripcion
formal de los componentes, el problema de gjuste estacional no esta
bien definido.
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A principios de la década de 1980, en la literatura estadistica se realiz0 un esfuerzo
importante por definir algin criterio objetivo de comparacién; sin embargo, no se acanzd un
consenso arededor de ninguno de |os criterios propuestos.®

No obstante lo anterior, existen diversos estudios en donde se han evaluado bajo diversos
criterios tanto tedricos como empiricos, e desempefio de ambos programas.®? Probablemente el
estudio comparativo més completo es e realizado por la unidad de estadisticas industriadles de la
Oficina Estadistica de la Union Europea, Eurostat. A continuacion se discuten algunos detales de
dicho estudio.

En € primer documento de este estudio, Fischer (1995) planted las dificultades de redizar una
comparacion objetiva entre los métodos de gjuste estacional, y propuso una serie de criterios tedricos y
empiricos para redizar dicha evauacion. Considerando los resultados de este documento, Eurostat
decidio enfocar € estudio en lacomparacion de X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS.

El estudio realizado por Eurostat se centrd en el estudio de algunas propiedades tebricas de
ambos métodos, con €l fin de destacar ventgjas y desventajas. Las conclusiones de dicho estudio se
encuentran detalladas en Planas (1997c), y se resumen a continuacion.

Ajuste Previo. Dossé y Planas (1996a) realizaron una comparacion de los procedimientos
utilizados en RegARIMA y TRAMO. De la comparacion concluyen que ambos métodos estan
basados en la misma metodologia y que bagjo supuestos equivalentes se obtienen resultados
similares en ambos modulos. Asi mismo, encuentran que ademas de ser méas rapida, la rutina
automatica utilizadaen TRAMO es preferible ala rutina semiautomética de RegARIMA .

Adicionalmente, Planas (1997b) realiz6 una comparacion de los algoritmos utilizados para
llevar a cabo la estimacion de los parametros utilizando méaxima verosimilitud. En el documento
concluye que los algoritmos arrojan resultados similares en la mayoria de los casos. Sin embargo,
destaca que en el caso en el que el coeficiente del polinomio autorregresivo estaciona se encuentra
cerca de uno, los resultados obtenidos por TRAMO en muestras grandes tienen menor error
cuadrético medio.®

Ajuste Estacional de Series con Comportamiento Extremo. En particular se investigo €l
gjuste estacional cuando el comportamiento de los componentes es casi deterministico, y en el otro
extremo € gjuste cuando el comportamiento de los componentes es muy inestable.

Cuando € comportamiento del componente estacional es muy estable, las raices del
polinomio de media movil del modelo identificado para la serie observada son raices unitarias, |0
cual significa que €l filtro WK se vuelve indeterminado. Maravall y Planas (1998) examinan €l
procedimiento utilizado para estimar modelos no invertibles en SEATS y comparan |os resultados
con los obtenidos utilizando X-12-ARIMA, e cua debido a su naturaleza empirica nunca se
enfrentaa problema de invertibilidad.

Las conclusiones del documento son que larutina utilizada en SEATS es vélida. Adiciona mente
encuentran que SEATS arroja resultados més estables de | os obtenidos en X-12-ARIMA. Este resultado
es atribuible a la relativa rigidez de los filtros disponibles en e médulo X-11, los cuaes no permiten
distribuir la variabilidad entre € componente estacional y € componente irregular de manera
satisfactoria

8 Ver Bell y Hillmer (1984) paramés detalles.
8 Enlos siguientes sitios web se pueden encontrar varias referencias (tiles:
Oficinadel Censo de los Estados Unidos: http://www.census.gov/srd/www/x12a/
Banco de Espafia: http://www.bde.es/servicio/software/econom.htm
Proyecto de gjuste estacional de EUROSTAT: http://europa.eu.int/en/comm/eurostat/research/noris4/
8 Ya que normalmente no es posible trabajar con series econdmicas de longitud suficiente. Planas (1997b) sugiere que cuando se
estime un modelo poco parsimonioso con series de tiempo cortas se utilice minimos cuadrados, en vez de maxima verosimilitud.
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Cuando los patrones de los componentes no observados son inestables, € modelo identificado
por TRAMO no admite una descomposicion aceptable; por lo cual tiene que se aproximado por
SEATS. Ta como en € caso anterior, X-12-ARIMA no se enfrenta a este problema.

Fiorentini y Planas (1997) evalUan la aproximacion utilizada por SEATS y comparan los
resultados con los obtenidos por X-12-ARIMA. Los autores concluyen que a pesar de que la
aproximacion utilizada por SEATS introduce variabilidad adicional a la estimacion de los
componentes; |os resultados obtenidos son més estables que los obtenidos por el médulo X-11, €l
cual no es capaz de adaptarse alavariabilidad del componente estacional.

Revisiones de los Datos Ajustados. Dossé y Planas (1996b) examinan las revisiones que
sufren los componentes estimados cuando se agregan observaciones a la serie de tiempo observada.
Para el caso del componente estacional encuentran que SEATS en general resulta en un componente
mas estable.

Aungue encuentran que la velocidad de convergencia en X-12-ARIMA es mayor a la
velocidad observada en SEATS, atribuyen este resultado al tamario de las revisiones. Con respecto
a componente de tendencia, en general el espectro del componente de tendenciaen SEATS tiende a
cero mas répido que en X-12-ARIMA. Por lo que la interpretacion de los resultados no es tan clara,
yaque las diferencias se deben a que los componentes miden diferentes aspectos de la serie.

Estabilidad de los Componentes Estimados. Para evaluar este aspecto, Depoutot y Planas
(1998) desarrollaron una medida de la distancia entre filtros, con el fin de aproximar los filtros
utilizados por e modulo X-11 con € modelo de la aerolinea. Una vez que encuentran una
correspondencia entre los filtros, realizan una comparacion del gjuste estacional obtenido con
ambos métodos utilizando algunas de las series que Fischer y Planas (1998) encontraron estén bien
descritas por este modelo.

L os resultados de dicho trabajo indican que tanto las series gjustadas estaciona mente como
las series de tendencia obtenidas utilizando SEATS, son més estables que las obtenidas utilizando el
modulo X-11.

Planas (1996) estudié € origen de la mayor variabilidad en la serie gjustada estacionalmente
obtenida por el médulo X-11 con respecto a la obtenida por SEATS. Este resultado llama la atencion,
yaque en € proceso de identificacion SEATS maximiza la variabilidad del componente irregular. En
e documento, Planas concluye que la mayor variabilidad del gjuste obtenido por € moadulo X-11 se
debe a gque en la mayoria de los casos, la ganancia del filtro es mayor a uno entre las frecuencias
estacionales. Dado que estas frecuencias estan asociadas a movimientos de corto plazo, € resultado es
gue la serie g ustada estacional mente muestra més variabilidad que la serie original.

Como resultado de este estudio, Eurostat adoptd y recomienda TRAMO-SEATS para redlizar
el guste estacional de series econdmicas.

Es importante mencionar, sin embargo, que existen otros estudios en donde las conclusiones
no son tan claras. Por gemplo, a pesar de que en € estudio realizado por el Banco Central Europeo
(2000), encuentran resultados muy similares a los del estudio de Eurostat, en las conclusiones
enfatizan que, a pesar de las falencias tedricas de X-12-ARIMA, no es recomendable menospreciar
la diversidad de herramientas empiricas asociadas a la familia X-11; las cuales siguen siendo
utilizadas por la mayoria de Bancos Centrales y Oficinas de Estadistica alrededor del mundo.®

8 Ver Kikut y Ocampo (2005) para una conclusion similar en el contexto |atinoamericano.
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Herramientas y conceptos del analisis de series de tiempo

En este anexo se detallan brevemente algunas de las herramientas y conceptos utilizados en la
exposicion.® Para una introduccion detallada en e contexto del gjuste estacional ver Kaiser y
Maravall (2000) 6 Planas (1997). Para unaintroduccion formal ver, ver Hamilton (1994)

Laseccion A.1 introduce algunos operadores, que permiten expresar los model os de series de
tiempo de manera concisa. La seccion A.2 introduce algunos conceptos bésicos de andlisis de series
de tiempo. La seccién A.3 introduce brevemente los procesos ARIMA. Las secciones A4y A5
describen las herramientas basicas de andlisis de series de tiempo. Finamente la seccién A.6
describe losfiltros linedles y algunas de sus propiedades.

A.1 Operadores de series de tiempo

El operador de rezago . se define como:®

Lk‘l'f =Xtk

para* <€ Z. Los polinomios en el operador de rezago toman la siguiente forma:

(L) =14+ ¢L+¢*L* + -+ ¢*LP

Las» raices del polinomio se obtienen resolviendo ¢(Z) =0 para L.

L os operadores de diferenciacién, o de diferencia, se definen como:

Al=(1-L)

Ag=1-1¢
Finamente, en el contexto de gjuste estaciona se define la diferencia estacional como:

s—1
d=1+L+L+ - +L" ' =1

J=0
donde s es el niUmero de periodos observados por afio.

A.2 Procesos estocasticos y estacionaridad

En términos generales un proceso estocastico es una variable aleatoria, X, cuyas
realizaciones obedecen a una distribucion /(X). Si se supone que X es multidimensiona .’ i. e.
X = (z1,22,o27) = {2z}, y que @ indice t =1,2,...,T denota tiempo, entonces se puede definir a
una serie de tiempo como una realizacion particular del proceso estocastico X.

% Alolargo del anexo, C representael conjunto de nimeros complejos, R representa el conjunto de nimeros reales, y finamente 7, se
refiere al conjunto de los nimeros enteros.

% Potencias negativas del operador de rezago definen a operador de adelanto: ¢ — [k, eg. F2ay = Teyo.

8 Donde la dimensién puede ser infinita

55



Elementos tedricos del gjuste estacional de series econémicas utilizando X-12-ARIMA y TRAMO-SEATS

Dado que una serie de tiempo representa una sola observacion de la distribucién del proceso
estocastico, para poder realizar inferencia acerca de series de tiempo habitualmente se realizan los
siguiente supuestos:

1. El proceso estocastico es estacionario en covarianza.®®

Un proceso estocéstico, {#t}, es estacionario en covarianza s se cumplen las siguientes
condiciones:

a  El proceso tiene media constante: £(«¢) = 1, donde ¢ € R

b.  El proceso tienen varianza acotada: £ =+ — E(z,)]* =~ < 00

c.  Lacovarianza del proceso: E [zt — E(z1)] [z:—x — E(z:—%)] = 7, depende exclusivamente
de ladistancia entre las observaciones, k; no del momento en el cua se observan, +.

En economia, la mayor parte de las series de interés son de hecho no estacionarias; sin
embargo, utilizando transformaciones relativamente simples, se puede obtener una serie estacionaria
apartir de una serie no estacionaria.

En los casos mas comunes una media constante se obtiene tomando diferencias de la serie,
mientras que una varianza acotada se obtiene utilizando transformaciones de la familia Box-Cox.*
En la préactica para obtener series estacionarias se utiliza alguna combinacion de ambas técnicas,
ademés de la eliminacion de observaciones atipicas.

2. El proceso estocastico se distribuye normalmente.

Dado que la distribucion normal esta totalmente caracterizada por los primeros dos
momentos, se puede demostrar que un proceso estocastico estacionario que se distribuye
normalmente es de hecho, estacionario en sentido estricto. Es decir la distribucion conjunta es
normal multivariada y es invariante a translaciones en el tiempo. Lo cua garantiza que
transformaciones no lineales de |a serie también seran estacionarias.

El fundamento tedrico de la modelacion de series de tiempo, utilizando modelos lineales, esta
dado por €l siguiente resultado:

8 La estacionaridad en covarianza también es conocida como: estacionaridad en sentido débil, estacionaridad de segundo orden, 6

simplemente como estaci onaridad.

8 Ver nota19 en la seccién 3.2
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Recuadro 4
TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE WOLD

Toda serie estacionaria en covarianza puede ser expresada como la suma de una
funcion deterministica, <(t); y una sucesion infinita de variables aleatorias no
correlacionadas, e::

o0

= c(t) + Z ies_j

i=0 (29)

zr = ¢(t) + ¥(L)ey

o0
’ S <o
donde #o =1Y j=0 -

Ya que siempre se puede calcular la media de un proceso estacionario, € problema de
caracterizar una serie de tiempo es equivalente a estimar los coeficientes del polinomio ¥(L)e:. El
problema con esta estrategia es que se trata de un polinomio infinito. Por ello, en la modelacion de
series de tiempo usualmente se utilizan procesos estocasticos autorregresivos de media mévil
(ARMA por sus siglas en inglés). Los procesos ARMA pueden ser interpretados como una
aproximacion ala parte estocastica del teorema de descomposicién de Wold.

Antes de describir las herramientas basicas de andlisis de series de tiempo, a continuacion se
describen algunas caracteristicas de los procesos ARIMA .

A.3 Procesos ARIMA
El ruido blanco es uno de los procesos estocasticos méas sencillos, sin embargo sirve de base

para construir modelos de series de tiempo més generales. Formalmente € ruido blanco es un
proceso estocéstico {:} estacionario en covarianza, con media cero £(¢:) = 0 y covarianza:

o? paraT =t

Blerer) = - = OparaT #t

en algunas aplicaciones se supone adicionalmente que los elementos de la sucesion son
independientes, o que provienen de una distribucion normal.

Un proceso de mediamovil de orden 1, MA(1), esta definido de la siguiente manera:

xy =€+ 041

donde ¢t es ruido blanco.
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Este proceso tiene media £(z:) =01 varianza 70 =0c>(1+6°) y autocovarianza

| otk =1
L Os1 k=1

Lageneralizacion de un proceso MA(1) es un proceso MA(Q):
rp=cp+ e 1+ 0 o+ + 046 (30)

Ty = G(L)Et

Es fécil demostrar que cualquier modelo MA(q) con coeficientes constantes es estacionario,
si las raices del polinomio (L) = 0 tienen médulo fuera del circulo unitario entonces se dice que €
proceso es invertible; es decir, se puede expresar de manera aternativa como un proceso
autorregresivo infinito.

Un proceso autorregresivo de orden 1, AR(1), esta definido de la siguiente manera:

Ty = Qxy_1 + &4 (31)
donde¢: es ruido blanco.

Iterando sobre (31) se obtiene la siguiente expresion:
ap =+ dep 1t e g+ Ty g (32)

Ya que e proceso {¢:}; es estacionario, suponiendo que |9l <1, se puede demostrar que el
ultimo término de la ecuacion (32) desaparece cuando & — oo, por 1o que el proceso AR(1) se puede
expresar como:

=

Iy = E (_.:'3'6‘1__;'

=0

El proceso AR(1) tiene media £(#:) = 0 y autocovarianza: ™~ ~ {f = } Lageneralizacion de
un proceso AR(1) es un proceso AR(p):

Tt — Q1T 1 — Pl 2 — 1 — PpTt_p = &4 (33)

G(L)zy = &4

La generalizacion de la condicion de estacionaridad del modelo AR(1), 14 <1, es que las
raices del polinomio #(L) =0 tengan médulo fuera del circulo unitario. De manera andloga a la
condicion de invertibilidad de los procesos MA, si un proceso AR es estacionario €l proceso tiene
una representacion equivalente como una media movil infinita.

Una clase de procesos general que agrupa a los procesos AR(p) y MA(g) como casos
especiales es la clase de procesos autorregresivos con media mévil ARMA(p,q):

58



CEPAL - SERIE Estudios estadisticos y prospectivos N° 38

Tt — P11 — = QT = ¢ F1Es_1 + -+ 04Eq (34)
@(L)ZL} = Q(L)Et

donde ¢: es ruido blanco. Es importante notar que la estacionaridad de un proceso ARMA(p,q)
depende solamente de |as raices del polinomio autorregresivo.

Como se menciond anteriormente en economia la mayoria de las series de interés son no
estacionarias por 1o que normalmente se considera la generalizacion de modelos ARMA para
procesos integrados de orden d, es decir series con media no constante que recuperan una media
constante cuando se toman 4 diferencias del proceso.

Formalmente el proceso =« integrado de orden ¢, ¢+ ~ 1(4), en donde para cada t:

O(L)AYz, = 0(L)z, (35)

donde los polinomios #(L) y 0(L) estan definidos como en (34), y ¢ es ruido blanco; es conocido
€como un proceso integrado autorregresivo con media mévil (ARIMA por sus siglas en inglés) de
orden (p,d,q)

Box y Jenkins (1984) generalizaron la clase de procesos ARIMA paratrabgar con series que
presentan estacionalidad. La idea basica es que si una serie de tiempo se observa s veces al afo, las
observaciones de un periodo en el afio deben de ser similares a las del mismo periodo en afios
subsecuentes.

Un proceso ARIMA estacional se puede expresar como:
(LA 2y = O(L*)e (36)

donde los polinomios ®(Z°) y ©(L*) son finitos en L* de orden P y @ respectivamente, y satisfacen
las condiciones de estacionaridad e invertibilidad. El operador A? es |a diferencia estacional
definidaen A.1y dado que en el caso mas general las observaciones de periodos sucesivos estaran
correlacionadas se supone gue las innovaciones ¢: obedecen a su vez un proceso ARIMA (p,d,q):

H(L)A%; = O(L)e, (37)

donde ¢: es ruido blanco. Combinando (36) y (37) se obtiene & proceso ARIMA
(p.d,9)(P.D,Q):

H(L)B(L)AYAP 2, = 0(L)O(L*)e, (39)

A.3.1 Metodologia de modelacién Box y Jenkins

Box y Jenkins desarrollaron a principios de los afios 70 (ver Box y Jenkins 1984) una
metodologia general para modelar procesos ARIMA, alacual se le conoce como metodol ogia Box-
Jenkins. Bésicamente la metodol ogia consiste en un proceso recursivo de tres etapas.
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Identificacion

En la primera etapa se determinan tanto el orden de integracion de la serie de tiempo X,
como el orden de los polinomios AR y MA regulares y estacionales. Para ello la principal
herramienta es el andlisis de la funcién de autocovarianza del proceso, la cua se discute con més
detalle en la seccidn A.4 mas adelante.

Una vez que e orden de integracion ha sido identificado, el modelo ARIMA se puede
interpretar como un modelo ARMA para la transformacion estacionaria Az, de la serie. A
continuacion se describe e método més utilizado de identificacion y estimacion de coeficientes de
un modelo ARMA:

El Método de Hannan-Rissanen

El método de identificacion y estimacion desarrollado por Hannan y Rissanen (1982), parte
de la estimacion preliminar de un modelo AR(K) para obtener un estimador de las innovaciones del
proceso ¢t.

Utilizando esta estimacion, &, se busca el orden de los polinomios AR 'y MA por minimos
cuadrados utilizando los criterios de informacion de Akaike y de Schwartz.

El método consiste en l0s siguientes pasos:

1 Multiplicando ambos lados de (33) por #: y tomando expectativas se obtiene un
conjunto de ecuaciones conacidas como ecuaciones de Y ule-Walker:

Yk = (Z}l’yk,1 +- 1+ d)pf\/k*km:ix (39)

2 — PN ~
T° =% — P17 =~ Ohnan Vhmax

donde 7 es la k-ésima autocovarianza y # = 1,2, ..., kmax, Una vez que se resuelven las
ecuaciones de Y ule-Walker,* se obtienen los coeficientes de un model 0 AR (Fudx)

2. A continuacion se estima el criterio de informacion de Akaike™ para cada uno de los
modelos AR estimados, y se escoge el modelo AE(k) que tenga e menor criterio de
informacion.

Se egtiman los residuales del model o escogido.

Se estiman los coeficientes de modelos ARMA(p,q) por minimos cuadrados hasta €l
orden P < Min(pumsc k) y ¢ < gumax, donde Pmax y gmax 0N valores definidos a priori.

5. A partir de los residuales de los modelos ARMA(p,q) estimados en el paso anterior se
estima el criterio de informacion de Schwartz™ para cada modelo gjustado y se escoge
el modelo con el menor criterio de informacion.

Estimacion

©  Habitualmente se utiliza e algoritmo de Levinson-Durbin; e cual es un proceso iterativo para resolver las ecuaciones de Yule-

Walker donde primero se gjusta un modelo AR(1), luego un AR(2) y asi sucesivamente hasta que se obtienen los coeficientes de
AR(p)

Ver notaal pie 20 enlaseccion 3.2

Ver notaal pie 21 en laseccion 3.2
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Normalmente para estimar el modelo recién identificado se utiliza e método de minimos
cuadrados o el método de méxima verosimilitud. A continuacion se ilustra la metodologia para el
caso més sencillo, para unaintroduccion detallada ver Hamilton (1994).

En una muestra aeatoria de 7 observaciones, la probabilidad de cada observacion esta dada
por f(z;.%). En virtud de laindependencia de cada observacion, |a probabilidad conjuntaesigual a:

F(@ryee oy wr ) = [y, @) f (@2, 8) - flwr, ) (40)
.
L(w) = [T f(zj.v)
J=1

Esta funcién es conocida como la funcién de verosimilitud del conjunto de parametros «» dado
el conjunto de observaciones X:

El método de méxima verosimilitud consiste en encontrar el conjunto de pardmetros v = (¢.0)
gue maximizan lafuncion de verosimilitud (40), de la serie de tiempo; la cual se supone obedece un
proceso ARIMA como el de la ecuacion (35).

Bajo los supuestos de que las innovaciones en (35) son independientes, distribuidas
normalmente con varianza 2, y que los valores iniciales del proceso son conocidos, €l logaritmo de
lafuncién de verosimilitud esta dado por:

In L(’Ql’,O’z) = 7%T11’1(2ﬂ') — Tln(gg) - % (41)

donde:

es la suma cuadrética de las innovaciones en (35).

52 = S

Si se “concentra’ € estimador de la varianza fuera de la ecuacion (41) utilizando la

funcién amaximizar se convierte en:

~S()
202 (42)

donde se omite una constante que desaparece en la optimizacion. De la expresion (42) resulta claro
gue bajo los supuestos realizados la maximizacién de la funcién de verosimilitud es equivalente ala
minimizacion de la suma de cuadrados.

Una vez que los pardmetros del modelo han sido estimados, el siguiente paso es realizar una
evaluacion del modelo recién gjustado. Bajo los supuestos realizados, los residuales de la ecuacién
estimado deben de comportarse como variables independientes que obedecen una distribucion
normal idéntica

Por ello, de la diversidad de diagndsticos existentes los mas frecuentemente utilizados tienen
que ver con laindependencia de los residuales, la normalidad de su distribucién y la constancia de
la varianza. Adicionalmente existen diagndsticos para determinar si existen quiebres estructurales,
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evaluar la significancia de la regresion, etc. Para una introduccion detallada de los diagndsticos de
modelos ARIMA ver Hamilton (1994).

Inferencia

Una vez que los diagnosticos del modelo tentativo satisfacen ciertos criterios, se puede
proceder a la fase de inferencia. A continuacion se describe brevemente como se utilizan los
modelos ARIMA para redlizar prondsticos; la cual es, sin duda, la aplicacion mas utilizada de los
modelos ARIMA .

Sea “r+4IT ¢l prondstico del valor #z++ obtenido a partir de las observaciones (1, -, @7),
Claramente €l objetivo al realizar €l prondstico es que este sea tan cercano a valor verdadero como
sea posible, por ello la certeza de los prondsticos se evalGa utilizando €l criterio de error cuadrético
medio (M SE), dado por:

MSE(@r k) = El(xrsk — Fronr)’]

donde El'] es el operador de esperanza.

Se puede demostrar que €l prondstico con MSE minimo se obtiene a partir de |a esperanza de
Trx7 condicional en e conjunto (z1,---,27), Bgjo el supuesto de normalidad la esperanza
condicional es una combinacion lineal de los elementos en (Z1;- > #7), que para un modelo ARIMA
(p,d,q) como (35) se puede escribir como:

TP ogqT = 0 1T 4q-1|T +...+ hp—df-"?p—!i-“'f'——q—p—{! - 9(,'5'!'

Trogr =6 Tp g ir e OptdbprdTrig—k-a + Oger para k >d

donde |os pronésticos de j pasos adelante (7 = 1.2, -, k), se obtienen recursivamente a partir de:

j:’!'ll'!' = (SI(")I”-".I" e ép——d(.bp+d""J"—;J—fi+I bthep +---+ ()qs'f'—q——l

Alternativamente utilizando el teorema de descomposicién de Wold (29) el pronostico de &
pasos adelante se puede escribir como:

Por lo tanto el error del prondstico se puede escribir como:

k-1
TTak — Tpapy = z ViET 1k

a=0
Se puede demostrar facilmente que independientemente del modelo utilizado ¥1 siempre es
igual a uno, por lo que €l error de un paso adelante slempre es igual a<r+1, por e€llo es que a la
sucesion de et} sele conoce también como innovaciones.
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Y a que las innovaciones son independientes con media cero y varianza o2 el error cuadratico
medio del pronostico & pasos adelante esigual a

k—1
MSE@p ) =0 Y 0?2
J=0
Finalmente explotando el supuesto de normalidad, € intervalo de confianza para €
prondstico dek pasos adel ante se puede construir como:

IrepT C-'l —a/2 .'LFSE(.'I".J-_L. T ). Ty C,H -2

donde ¢1-«/2 es el valor critico de la distribucién normal estandar que se excede con probabilidad
(I-a/2),

Como se menciond anteriormente, el analisis de series de tiempo puede ser realizado en dos
dominios, los cuaes bajo |os supuestos realizados son equival entes.

El primer dominio es el del tiempo, en donde se analiza la relacion de una observacion «: con
observaciones pasadas y futuras de la serie de tiempo. El segundo dominio es el de lafrecuencia, en
donde se analizan las regularidades en los movimientos de la serie. La eleccién de dominio esta
determinado por la naturaleza del andlisis que se pretende realizar.

A continuacion se describen ambos tipos de andlisis:

A.4 Andlisis en el dominio del tiempo

El segundo momento de un proceso estocastico estacionario esta dado, en términos generales,
por lafuncion de autocovarianza:®

9L) =0+ S Lk = 1%
;n (43)

Para un proceso estacionario que ha sido parametrizado, la funcidn de autocovarianza (43), es
unafuncién dek y de los pardmetros que caracterizan a proceso estocastico.

Resulta conveniente contar con una medida del segundo momento que no tenga escala, para
ello se normaliza la funcion de autocovarianza dividiendo por la varianza del proceso, 1o cual
permite obtener la funcién de autocorrel acion:

(L) =po+ 2;)*.(}:*' +L°")
k=1 (44)
donde ?* = 3 € =11y en particular po = 1.

Una de las caracteristicas basicas de una serie de tiempo estacionaria es que su funcién de
autocorrelacién; o alternativamente su contraparte muestral, el correl ograma,94 eventualmente tiende

% Lafuncién de autocovarianza se puede escribir asi, ya que para un proceso estacionario, ¥i = 7—k paratodo valor de.

% El correlograma esta dado por:
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a cero. Por ejemplo, bajo e supuesto de estacionaridad se puede demostrar®™ que la k-ésima
autocorrelacion de un proceso AR(p) (ecuacion 33) obedece la misma ecuacion recursiva que la
serie de tiempo paratodak > p:

Pk = P1pi—1 + P2pr—2 +  + Gppr—p (45)

por lo que dependiendo de la naturaleza de las raices del polinomio®™ ¢(Z) =0, |a funcién de
autocorrelacidn de un proceso AR(p) estacionario puede decaer hacia cero de manera monotonica u
oscilando como unafuncién sinusoidal.

Para un proceso MA(q) |a%-ésima autocovarianza se puede expresar como:

g—k
=0 ZH;,. i#; para k =0,1,..., q
=M

Y. =0 para k >p

donde o2 es la varianza del proceso {¢:} en (30). Por lo tanto la funcién de autocorrelacion de un
proceso MA(q) se corta abruptamente después del ¢-ésimo rezago.

Para un proceso ARIMA (p,q) |ak-ésima autocorrelacion es una funcién de los parametros de
los polinomios ¢(L) y 0(L) hasta el ¢-ésimo rezago a partir del cual la funcién de autocorrelacion se
comporta como la ecuacion (45).

En general para un proceso ARMA(p,q) estacionario la funcién de autocovarianza esta dada
por:

o) = S DT

Dado que el andlisis de las autocovarianzas de una serie de tiempo estacionaria permiten
caracterizarla de manera andloga a la caracterizacion de la distribucion de una variable aeatoria
utilizando los momentos de la distribucion, la funcion de autocovarianza es la herramienta basica de
andlisis en € dominio del tiempo.

A.5 Analisis en el dominio de la frecuencia

"
> (w4 —F)(wyk —T)

1=k+1

Pr =

T
> (we —T)
t=1

95
96

Utilizando las ecuaciones de Y ule-Walker descritas en la seccién A.3 Ver Hamilton (1994) para detalles.
Dependiendo si las raices son reales o complejas.
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Para entender mejor los resultados obtenidos en el dominio de la frecuencia, resulta
conveniente pensar en una serie de tiempo como la suma ponderada de varias series 0 componentes
(no observables) con diferentes comportamientos.

Por giemplo; como se menciona en la introduccién, una serie de tiempo puede ser vista como
la suma (o producto) de un componente de tendencia, un componente ciclico, un componente
estacional y un componente irregular. De esta manera, la varianza total de la serie de tiempo se
puede interpretar como la suma de |as contribuciones de |os componentes no observables, los cuales
varian a diferentes frecuencias. El andlisis en e dominio de la frecuencia, o andlisis espectral, se
ocupa de determinar las contribuciones de los diferentes componentes, a comportamiento de la
serie de tiempo de interés.

La funcion de autocovarianza para una serie de tiempo estacionaria (ecuacion 43), evaluada
en .—i, esta dada por:

o0
gle ™)y =+ E e
=1

donde ¢~ es la representacion exponencial de un nimero complejo.”” Dividiendo esta expresion
por 27 se obtiene el espectro del proceso:

! 1 =
s(w) = 5-gle™) = e e + Z".‘_;“'—' "
i i I_]

Utilizando el teorema de De Moivre® vy tilizando algunas agunos resultados
trigonométricos,™ el espectro se puede expresar como:*®

1 =
s(w) = 5 | Yo+ 2 Z 7 cos(wj)
“ =1 (46)

9 Un numero complejo se puede expresar como

z=ua+bi

dondez € C, a, beRei=v—1 Alternativamente utilizando laidentidad de Euler, se puede expresar como un exponente de la
siguiente manera:

2 = me'?

=0
donde M = Va? + b* denota el médulo de z; y A, definido como “°%% = 7 representa su argumento. En un gréfico polar, A
representa el angulo formado por el vector ¢ + bi; el cual tiene cateto adyacente @, cateto opuesto b, e hipotenusa .

% El teorema de De Moivre permite establecer la siguiente identidad:

exp(—iwj) = cos(—wj) — isin(—wy)

% Enparticular:

sin(0) = cos(w) = 0
sin{m) = cos(0) = 1

sin(—w) = — sin(w)

cos(—w) = — cos(w)

10 Esta representacion del espectro (53) es conocida también como la transformada de Fourier de |a funcién de autocovarianza.
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Similarmente si en vez de utilizar la funcién de autocovarianza, se utiliza la funcién de
autocorrelacion se obtiene la funcion de densidad espectral:

. 1 . :
sYw) = vl L 2 E p;cos(wj)
- }_]

El espectro caracteriza a la serie de tiempo en el dominio de la frecuencia, de la misma
manera gue la funcion de autocovarianza la caracteriza en el dominio del tiempo.

Es importante notar que dado que la funcidn coseno completa un ciclo con frecuencia 2z, i. e.
cos(wj) = cos[(w + 2mm) j]Vj,m € Z, y que es una funcion simétrica, i. e. cos(w) = cos(=w), Por |o tanto,
sin pérdida de generalidad, el andlisis del espectro (46) se puede restringir a las frecuencias en el
rango [0; 7,

El supuesto de estacionaridad en covarianza de la serie de tiempo garantiza la existencia del
espectro, asi como que el espectro sea una funcién continua de w, la cual toma valores no negativos
paratodo valor dew.

Similar a la manera en gque a partir de la funcion de autocovarianza es posible calcular €
espectro, si se conoce € espectro se pueden calcular las autocovarianzas de un proceso estocastico.
Paraello se utilizalatransformada inversa de Fourier, dada por:*™

i —/F.‘i[u)) cos(wy)dw _2-/; s(w) cos(wy )dw (47)

lo cua justifica la aseveracion realizada anteriormente con respecto ala equivalenciadel andlisis en
los dominios del tiempo y de la frecuencia.

Evaluando la ecuacion (47) enj = 0, se obtiene:

" = ] s(w)dw = -’/ s(w)dw
- i

A partir de esta expresion se ve claramente que la varianza de un proceso se puede interpretar
como la suma de espectro en todo €l rango de frecuencias, tal como se menciond al inicio del anexo.

Restringiendo € rango de integracion al0;«1] donde w: < 7, se obtiene la siguiente expresion:

2 f s(w)dw = 2 f s (w)dw
Yo Jo 0

la cual representa la proporcion de la varianza que esta asociada a los componentes con frecuencia
menor o igual a wi, Por lo tanto si una serie de tiempo tiene un componente importante con
frecuenciawi, lagréficadel espectro mostrara un pico arededor de esta frecuencia.

El periodo'® de una serie se define como 7 = 27/« Por jemplo, si la frecuencia de muestreo
es trimestral; un pico espectral en w =, (con periodo 2) estd asociado a un componente observado
semestralmente. Un pico espectral en @ = 7/2, (con periodo 4), esta asociado a un movimiento que

101 | a segunda identidad se establece a partir de la simetria del espectro alrededor de cero.
102 E| periodo en este contexto es lalongitud de un ciclo medido en términos de la frecuencia de muestreo.
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se observa anuamente. Finalmente un pico espectral arededor de la frecuencia w =0 (lo cua
implica un periodo que tiende ainfinito), esta asociado a un componente de tendencia.

Como se discute en la seccion 4 del documento, los métodos de gjuste estacional utilizan
filtros lineales. Por ello, en la siguiente seccion se discuten brevemente sus caracteristicas.

A.6 Filtros lineales

Un filtro lineal se define como:

[

all) = z a; L7

j=—o0 (48)

Yl <o
donde los ponderadores son reales, i. e. % € K; no dependen del tiempo y satisfacen .f—zx “ %.

Aplicando € filtro lineal @(L) a un proceso estocéstico estacionario, ¢, da como resultado un
nuevo proceso estocasti co:

2

yr = a(L)x, = Z ajTi_j

j=—oc (49)
donde las propiedades de =+ se transmiten a ¥: por medio del filtro lineal @(L). Para examinar el
efecto quetiene € filtro lineal es conveniente realizar €l andlisis en el dominio de lafrecuencia.

Utilizando la transformada de Fourier discutida en A.5, se obtiene e espectro del filtro lineal
aplicado ax: (49):

sylw) = |a(e *"““‘]|2 52 (w)

donde:

o

ale™™) = Z u.j(:_"*'j

j=—roo

es conocido como la respuesta de frecuencia™® del filtro lineal. Esta funcién describe como el
espectro de la serie =+ es afectado por la aplicacion del filtro @(L).

Dado que la respuesta de frecuencia puede resultar en valores compl g os resulta conveniente
expresarla como: %

ale ™) = Gw)e W (50)

donde:

G(w) = |ale ™) (51)

103 También se conoce como funcién de transferencia
104 Ver notas al pie 97 y 98.
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2

Z (L Hill(u.'_ﬂ

1 =00

} ;x a; cos(wj) 52)

F(w) = tan

son respectivamente el médulo y el argumento de la respuesta de frecuencia.

En este contexto e mddulo, G(«), es conocido como la ganancia del filtro; el cual determina
la medida en la que la amplitud de los movimientos observados en cierta frecuencia en el espectro
de =+ son transferidos al espectro de ¥:. Por ejemplo una ganancia de cero alrededor de la frecuencia
wi € [0, 7] significa que el proceso filtrado no mostrara movimientos alrededor de dicha frecuencia

Por su parte el argumento, £'(«), es conocido como el desplazamiento de fase del filtro, el cual
esta asociado a desplazamientos de |a serie en el dominio del tiempo.’® Es importante notar que
cuando @i = o—; paratoda j, es decir cuando se trata de un filtro simétrico; el desplazamiento de fase
del filtro esigual acero,’®i. e F'(w) =0,

Parailustrar el impacto de ambos efectos'™”’ se considera la serie ©+ = sin(t/3) y ¢ filtro lineal
2
a(L)y=%% L7
“i=0, El resultado se ilustra en la figura 12, donde la linea sélida representa la serie
original y lalinea punteada representa la serie filtrada.

Del andlisis gréfico se destacan dos efectos: Por un lado las oscilaciones de la serie filtrada
son de amplitud menor a las de la serie original. Adicionalmente los cambios de tendencia de las
series ocurren en diferentes momentos en e tiempo, es decir hay un desplazamiento de la serie
filtrada con respecto alaoriginal.

105 A veces e desplazamiento de fase se expresa como F(w)/w’ lo cual permite expresar el desfasaje en unidades de tiempo.
106 pPara entender esta propiedad de los filtros lineales, se utilizan los siguientes resultados trigonométricos:

sin(—w) + sin(w) =0
sin(0) =0

o

> hjsin{wy)
Esto implica que cuando hj = h*j, el producto j=-=¢ en (59) esigual acero, lo cua asuvez impIicaqueF("J) = 0 dado
quetan 1(0) =0
107 E| gjemplo fue tomado de Ladiray y Quenneville (2001).
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Figura 12

EFECTOS DE LA APLICACION DE UN FILTRO LINEAL
Serie original (---) serie filtrada ()

se obtienen su gananciay desplazamiento de fase:

Gw) = H(] + 2(‘[)5(_x}}‘

Flw)=—-w

La funcion de ganancia evaluada en « € [0, 7] se gréfica en la figura 13, en la cual se aprecia
como la funcion de ganancia caracteriza el efecto del filtro en e rango0: 7.

Claramente, la ganancia del filtro esigual a cero en la frecuenciaw = 27/3, Esto significa que
e filtro remueve e efecto de cualquier componente de la serie 2: que tenga fluctuaciones con
periodo 3. Por gemplo, si se trata de una serie de tiempo mensual €l filtro eliminara cualquier efecto

cuatrimestral presente en la serie.

Normalizando el desplazamiento de fase se obtiene que F'(w)/w = —1, Esto significa que €l
filtro introduce un desfase temporal de un periodo en la serie filtrada. Por esta razon en las
herramientas de gjuste estacional los filtros utilizados siempre son simétricos.
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Figura 13

2
) a(L)y=43 17
ESPECTRO DE LA FUNCION DE GANANCIA DEL FILTRO ? iz

1

A continuacion se describen brevemente los filtros lineales utilizados por X-12-ARIMA y
TRAMO-SEATS.

A.6.1 El filtro de Kalman

Para poder utilizar e algoritmo recursivo conocido como € filtro de Kalman;'® es necesario
expresar el sistema dinamico de interés como un modelo de Espacio de Estados, los cuales se
pueden representar de manera general como:*®

ye = Azg + H'E +wy (53)
& =P+ (54

en donde ¥: es una serie observable, : es una serie de variables predeterminadas exdgenas, ™™ ¢: es
un vector de variables de estado no observables, 4, 7 y F son matrices de parametros, mientras que
los vectores w: y v+ SON iNNovaciones vectorial es que se comportan como:

v~ N(0,Q)

Se supone que los vectores w: y v+, son independientes para toda +, es decir E(w:v-) v, vr. La
ecuacion (53) se conoce como la ecuacion de observacidn, y la ecuacion (54) se conoce como la
ecuacion de estado.

El algoritmo del filtro de Kalman explota la estructura lineal de la representacién, y € hecho
de que las perturbaciones sean Gaussianas permiten proyectar, para cada ¢ los primeros dos

108 para una descripcion detallada del filtro de Kalman, ver Hamilton (1994) capitulo 13.

1% En el caso més general las matrices A, H y F' pueden variar en el tiempo, sin embargo para fines ilustrativos se suponen constantes
sin pérdida de generalidad.

Por exogeneidad se debe entender que <t no contiene informacién acerca de tts, Wits para s =0,1,2, ... més dla de la
contenida en Yt—1, Yt—2, ..., Y1. Por gjemplo puede incluir rezagos de ¥ o variables que no estén correl acionadas con &t ni con W,
paratodat.

110
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momentos de &, condicionales en la informacion disponible en - 1. Después actualiza la
proyeccion para el momento + incorporando la informacion disponible en ¢ de manera que el error
cuadratico de la proyeccion se va minimizando en cada paso.

En particular el algoritmo de Kalman consta de los siguientes pasos:
1 El filtro de Kalman se inicializa con los dos primeros momentos incondicionales de
S

& =E&)

Pr=E(& - &)(& — &)

2. Después se itera parat = 1....T sobre las siguientes ecuaciones, para obtener los dos
primeros momentos condicionales.

& = F& + Ky(ys — Alwy — H'EY)
Pt*+1 =(F - K}H/)Pt*F’ +Q

donde la matriz K+, conocida como la matriz de ganancia de Kalman, esta dada por:

K=FP HHPH+R)™!

3. Finalmente se calculala proyeccion de la serie observable i':

yi = Aoy + H'G

lacual tiene un error cuadrético dado por:

MSE,, = HP'H+R

A.6.2 Las medias moviles de X-11

Las medias moviles utilizadas en X-11 pueden ser visto como combinaciones
(convoluciones)**? de medias méviles simples.

En general X-11 utiliza medias moviles del tipo m x n, |0 cua significa que se trata de una
media mévil que resulta de la combinacion de una media movil de »,, elementos y un promedio
simple de », elementos.

11 Normalmente e valor inicial de&t se supone igual a cero, mientras que el valor inicia delamatriz de covarianza (" se obtiene de la

7o -1 L. . _ ‘o
siguiente relacion: (Py=[—(F®F)]  wve(Q) donde / esla matriz identidad, & es el producto de Kronecker, y ‘“?C() es
un operador matricial que ordenalas columnas de una matriz en un solo vector.

12 Una convolucién se define como:

t
fxg= _/J’"f-*)ﬂ("- — )T
D _ .
la.cual mide la coincidencia entre dos funciones: / v 9, mientras ¢ se desplaza sobre /.
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Para obtener estimadores del componente estacional, las medias mdviles utilizadas™ son del
tipo 3 x n:
Msgp (L) = 3%@_3 1+ LI+ L L+ L -+ L7F)
donde s es e numero de observaciones por afo, y k = T Las opciones disponibles en X-12-
ARIMA pararn son3,5,9 Y 12.

Por su parte para obtener estimadores del componente de tendencia ciclo, se cuenta con dos
tipos de filtro:™* filtros del tipo 2 s, y medias mdviles de Henderson.

Para una serie que se observas veces a afio el filtro del tipo 2 x s esta dado por:

(L2 +L Y14+ L+L>+--+ L%

1
Moy s(L) = x5

El filtro de Henderson™™ de » términos se define como:

!
Ho(L) =" h;L/
j=—1

donde! = "7y

315 [(m — 1)2 — 52] (m? — j?) [(m +1)% - _12] (3m?2 — 16 — 115?)
8m(m? — 1)(4m? — 1)(4m? — 9)(4m? — 25)

J'a‘j =

dondem =1+2.

Los ponderadores "j, se obtienen a partir de un problema de optimizacion que busca
maximizar €l grado de alisado de la serie filtrada, sujeto a ciertas restricciones. Para una discusion
detallada de su derivacion ver € la seccion A.1 en el anexo de Findley, et. a. (1998), 6 la seccidn
3.2 en Ladiray y Quenneville (2001).

En X-12-ARIMA se pueden utilizar filtros de Henderson de orden » igual a9, 13, 17 y 23
términos para series mensuales, y orden » igual a5y 7 términos para series trimestral es.

A.6.3 El filtro de Wiener-Kolmogorov

Suponiendo que una serie de tiempo =: se puede descomponer en una sefid s: y ruido 7
independiente de la sefial, entonces la serie de tiempo se puede escribir como:

Ty = 8¢ + 14 (55)

Si se conocen las funciones de autocovarianza de 10s procesos s: y 7« s posible encontrar un
estimador de la sefial utilizando un proceso de filtrado:'*®

13 Conocidos como filtros estacionales.

Conocidos como filtros de tendencia
Desarrollado por Robert Henderson (1916) para su uso en trabajo actuarial.
Lo cual esequivalente acalcular laesperanza de 5t condicional en la observacion de la serie de tiempo ¢

114
115
116
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:‘;"j_ = I'T'r(.l’_—;):{'(

| . W)= Y wl -
Para estimar los ponderadores Optimos del filtro =7 ' se utiliza un criterio de

minimizacion del error cuadratico medio de la estimacién. Dicho error se puede definir como:

MSE(S) =5 — &

En virtud del teorema de proyeccion ortogonal, para minimizar €l error cuadrético medio se
impone la siguiente restriccion:

E[(st — S )xp—p) = cov|sy — &, 2] = (81 — S, 24 4) =0
parak = —oc,--+,0,--- 00, Por |0 tanto para cadak setiene que:

o0

Y (-“'f-fff_li‘-} - Z '”'j":-'(,'{.'f__}'..f'f_k} =0

j=—00

Evaluando esta expresion en ¢~ se puede expresar en el dominio de la frecuencia como:

T T o

/ ("iu;lll,()r:us(t—h')dw'_ / ek Z wje iwh grlwldw =10

j=—cc

117

donde 9=s es el espectro cruzado ' entre la sefia y la serie de tiempo.

En el caso de que la serie de tiempo sea estacionaria,™® la integral es finita por lo que para
todak = —oc,---,0,--- ,0c se cumplelo siguiente:

g.L%(w) - W(eiiw)gw(w) =0

Esto significa que € filtro de extraccion de sefial éptimo, conocido como €l filtro de Wiener-
Kolmogorov, esta dado por:

Bajo el supuesto de independencia de los componentes de la serie e filtro de Wiener-
Kolmogorov se puede escribir como:

" (@) (56)

17 El espectro cruzado es el equiva ente de |la covarianza entre dos variables en el dominio de lafrecuencia.
18 Se puede demostrar que bajo ciertos supuestos adicionales, € filtro de Wiener Kolmogorov también minimiza el error cuadrético
medio cuando se aplica a series no estacionarias. Para més detalles ver Maravall (1988).
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es decir como la razén entre e espectro de la sefia y e espectro de la serie de tiempo.
Equivalentemente el filtro de Wiener-Kolmogorov se puede expresar en el dominio del tiempo
como larazén entre la funcion de autocovarianza de la sefial con respecto ala de la serie de tiempo.

Es importante notar que el filtro de extraccion de ruido es simplemente el complementario del
filtro de lasefial, es decir:

por 1o gque no es hecesario calcular el espectro del ruido para obtener su estimador.

Dado que € valor absoluto de (56) representa la ganancia del filtro, si la sefiadl domina a
ruido la ganancia del filtro sera cercana a uno, mientras que en el caso contrario la ganancia del
filtro de la sefial sera cercanaa cero.

Suponiendo que la sefial en (55) obedece un proceso ARMA:

&(L)se = O(L)ey

donde 7 es un proceso de ruido blanco con varianza %; y que el ruido en (55) es un proceso de
ruido blanco con varianza:, entonces se tiene que:

T _L(L)ES+T‘
G2

El espectro de la sefial, y de la serie de tiempo estan dados, respectivamente, por:

90 = O G g(e)

) = 2 e o)
9 = G o)

por 1o que €l filtro de Wiener-Kolmogorov (56) esta dado por:

o20(e %)0(e™)
o30(e=)0(e) + ofdle™)p(e™)

W(e ™) =

0 de manera equivalente en el dominio del tiempo:

o 20(L)6(F)
W) = S300(F) + o2 a)o(F)

donder =L

Se puede observar que € filtro de Wiener-Kolmogorov es simétrico, y que depende de los
coeficientes de los model os de la serie de tiempo y de sus componentes.
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